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NULL

Das NULLTE Kapitel

Schauen Sie sich um und beschaffen Sie sich ein Trinkgefaf3, egal, ob
es ein Bierglas oder ein Kaffeebecher ist. Obwohl es anders wirkt: Der
Umfang des Glases ist hochstwahrscheinlich grofler als seine Hohe.
Ein Bierglas sieht vielleicht so aus, als sei es deutlich hoher als «dick»,
doch ein Standard-Bierglas hat tatsichlich einen Umfang, der seine
Hohe deutlich tibertrifft. Das gilt auch fiir den Umfang eines Kaffeebe-
chers der in unseren Grofistidten allgegenwirtigen Starbucks-Cafés.
Deshalb schlug ich ihnen vor, ihren Becher den «kurzen Dicken» zu
nennen, doch sie wollten nicht.

Nutzen Sie die Sache zu Ihrem Vorteil aus, es ist ganz einfach: Wenn
Sie das ndchste Mal in einer Kneipe, in einem Café - oder wo auch im-
mer die Art Getrank serviert wird, die Sie schitzen — kostenlos etwas
trinken wollen, wetten Sie einfach mit jemandem, dass sein Trinkge-
faf3 einen grofleren Umfang hat, als es hoch ist. Wenn es sich in der
Kneipe um einen Glaskrug (mit Henkel) oder in einem Café um einen
unverschdmt grofen Becher handelt, haben Sie schon gewonnen: Der
Umfang dieser Gefife betrdgt in der Regel mehr als das Doppelte ihrer
Hohe. Also konnen Sie sogar ganz ldssig zwei aufeinander stellen und
behaupten, der Umfang sei immer noch grofer als die Hohe. Wenn Sie
dann allerdings ein Maf8band aus der Tasche ziehen, kénnten Thre Op-
fer womdglich an der Spontanitét Threr kleinen Vorfithrung zweifeln;
benutzen Sie also lieber einen herumliegenden Trinkhalm oder dessen
Papierhiille als behelfsméafliges Lineal.

Der «Trick» funktioniert bei sdmtlichen Glasern aufler den aller-




schlanksten. Wenn Sie Ihr Glas zunichst priifen mochten, ohne Ver-
dacht zu erregen, versuchen Sie, es mit einer Hand zu umfassen. Thre
Finger und Thr Daumen werden sich auf der anderen Seite nicht tref-
fen. Nun versuchen Sie mit Daumen und Zeigefinger die Hohe des
Glases zu iiberspannen — wahrscheinlich wird’s klappen (oder zumin-
dest fast). Das zeigt tiberzeugend, um wie viel hoher Glaser sind als
ihr Umfang.

Dies ist genau die Art Mathematik, von der ich mir wiinsche, dass
mehr Leute dariiber Bescheid wiissten: die tiberraschende, die uner-
wartete Mathematik, und — am wichtigsten — die Art Mathematik, mit
der man ein Freibier bekommen kann. Mein Ziel in diesem Buch ist
es, Thnen all die unterhaltsamen Seiten der Mathematik zu zeigen. Es
ist eine Schande, dass die meisten Leute meinen, Mathematik sei das,
was ihnen in der Sekundarstufe eingetrichtert wurde: Sie ist tatsdch-
lich sooooo0 viel mehr!

Manchmal kann Mathematik tatsdchlich gihnend langweilig sein.
Wenn man in irgendeiner Schule zufillig in eine Mathestunde geriit,
wird man hochstwahrscheinlich den Eindruck gewinnen, dass ein
Grofiteil der Schiiler nicht voller Begeisterung bei der Sache ist, um es
freundlich auszudriicken. Ich fiirchte, dass die Penniler in einer sol-
chen Klasse zu den uninspirierten Mathematikschiilern gehoren, von
denen eine Generation auf die andere folgt. Es wird jedoch ein paar
Ausnahmen geben. Einige dieser Schiiler werden es lieben und den
Rest ihres Lebens von Mathematik begeistert sein. Woran haben sie
diesen Spaf3, der den anderen entgeht?

Ich war einer dieser Schiiler: Ich konnte durch all die langweiligen
Ubungen hindurch das Herz der Mathematik erkennen, die Logik, die
hinter allem steht. Doch ich konnte auch den Frust meiner Mitschiiler
nachempfinden, vor allem der Sportskanonen. In der Schule fiirchte-
te ich das Fuf3balltraining so wie viele andere die Mathestunden. Ich
konnte jedoch verstehen, was all dieses Dribbeln mit einem Fufiball
um orange-weif$ geringelte Hiitchen sollte: Man baut ein Grundreper-
toire an Fahigkeiten auf, um loslegen zu kénnen, wenn man ein echtes
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Spiel austrdgt. Und deshalb verstand ich auch, warum meine sportli-
chen Klassenkameraden Mathe hassten: Es ist widersinnig, Schiiler die
Grundfihigkeiten iiben zu lassen, die fiir Mathematik nétig sind, sie
dann aber nicht auf die mathematische Spielwiese zu lassen, damit sie
ihren Spaf8 haben konnen.

Das ist es, was die Mathebegeisterten wussten. Darum kann man
auf Mathematik eine Karriere aufbauen. Wenn Leute in der mathema-
tischen Forschung arbeiten, dann zéhlen sie nicht nur immer grofiere
Summen zusammen oder fithren immer lingere Divisionen durch,
wie manche glauben. Das wire so, als ob ein Profi-Fuf3baller nur im-
mer schneller um die Hiitchen dribbelte. Profi-Mathematiker nutzen
die erlernten Fahigkeiten und die Techniken, die sie sich erarbeitet
haben, um das Spielfeld der Mathematik zu erforschen und Neues zu
entdecken. Vielleicht jagen sie nach Formen in héheren Dimensionen,
versuchen neue Zahlentypen zu finden oder erforschen eine Welt jen-
seits des Unendlichen. Sie rechnen jedenfalls nicht einfach nur herum.

Darin liegt das Geheimnis der Mathematik: Es ist ein einziges gro-
Bes Spiel. Professionelle Mathematiker lieben es zu spielen. Und dar-
um geht es auch in diesem Buch: Thnen diese Welt aufzutun und Thnen
die Freiheit zu geben, mit Mathematik zu spielen. Auch Sie kénnen
sich wie ein erstklassiger Mathematiker fithlen, und falls Sie schon
eines dieser Kinder waren, die Mathe lieben, gibt es noch immer eine
Unmenge an Neuem zu entdecken. Alles in diesem Buch beginnt mit
Dingen, die man tatsdchlich herstellen und machen kann. Man kann
ein vierdimensionales Objekt bauen, sich originelle Zerlegungen aus-
denken und unglaubliche Knoten kniipfen. Ein Buch ist zudem ein
erstaunliches Stiick Technik mit einem hochmodernen Pausenmodus.
Wenn Sie innehalten und eine Weile mit einem mathematischen Puzz-
le herumspielen mdchten, so konnen Sie das tun. Das Buch rithrt sich
nicht vom Fleck, alle Worter bleiben an Ort und Stelle und warten auf
Thre Riickkehr.

Alle besonders aufregenden, wegweisenden technischen Entwick-
lungen basieren letztlich auf Mathematik, von der Datenverarbeitung,
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die hinter der modernen Medizin steckt, bis zu den Gleichungen, die
die Textbotschaften zwischen Handys {ibermitteln. Und selbst ganz
maf3geschneiderte mathematische Technologie basiert letztlich dar-
auf, dass irgendein Mathematiker den spielerischen Versuch machte,
ein Ritsel zu losen.

Das ist das Wesen der Mathematik. Es ist das Streben nach Mus-
tern und Logik um ihrer selbst willen; es geht darum, unsere Neugier
spielerisch zu befriedigen. Neue mathematische Entdeckungen kon-
nen zahllose praktische Anwendungen haben - und unter Umstanden
verdanken wir ihnen unser Leben —, doch selten werden sie vornehm-
lich aus diesem Grund entdeckt. Wie schon der Physiker und Nobel-
preistrager Richard Feynman tiber sein eigenes Fachgebiet gesagt ha-
ben soll: «Physik ist in vieler Hinsicht wie Sex; natiirlich kann er zu
praktischen Ergebnissen fithren, das ist aber nicht der Grund, warum
Wwir’s tun.»

Ich hofte, es gelingt mir, die Mathematik, die Sie in der Schule ge-
lernt haben, ins rechte Licht zu riicken. Ohne diese Schulmathematik
blieben all die anderen interessanten Mathe-Felder unerreichbar. Jeder
Schiiler erinnert sich zumindest vage an die mathematische Konstante
7t (Pi, rund 3,14), und einige entsinnen sich vielleicht sogar, dass & das
Verhiltnis vom Umfang eines Kreises und dessen Durchmesser defi-
niert. Dieses 1 sagt uns also, dass der Umfang eines Glases mehr als
dreimal so grof3 ist wie der Durchmesser. Und es ist der Durchmesser,
den die meisten Leute im Blick haben, wenn sie abschétzen, wie hoch
ein Glas ist — wobei sie vergessen, ihn mit  zu multiplizieren. Dabei
geht es um mehr, als sich an eine Verhiltniszahl zu erinnern, hier muss
sie sich in der Wirklichkeit bewéhren.

Leider dreht sich die Mathematik in der Schule nur selten darum,
wie man in einer Kneipe an ein Freibier kommt. Der Grund, warum
man die Schulmathematik nicht v6llig links liegen lassen kann, ist der,
dass die aufregenderen mathematischen Phidnomene auf den weni-
ger aufregenden aufbauen. Zugleich ist dies zumindest zum Teil der
Grund, warum manche Leute Mathe so schwierig finden: Sie haben

12



ein paar entscheidende Grundlagen nicht mitbekommen, und ohne
sie erscheinen die hoheren Sprossen der Leiter unerreichbar. Hatten
sie die Thematik jedoch Schritt fiir Schritt in der richtigen Reihenfolge
bewiltigt, wire alles gut gewesen.

Kein einziger Teilaspekt der Mathematik ist schwierig zu meistern,
aber manchmal ist es wichtig, die Dinge in einer optimalen Reihen-
folge zu erledigen. Sicherlich bedarf es betrichtlicher Anstrengung,
um die obersten Sprossen einer sehr hohen Leiter zu erreichen, aber
jede einzelne Sprosse ist nicht mithsamer zu erklimmen als die vorhe-
rige. Das gilt auch fiir die Mathematik. Schritt fiir Schritt bewiltigt,
macht die ganze Sache viel Spaf3. Wenn man Primzahlen versteht, ist
der Umgang mit Primknoten viel einfacher. Wenn man zunéchst mit
3D-Formen umzugehen lernt, sind 4D-Formen nicht mehr so ein-
schiichternd. Man kann sich all die Kapitel dieses Buches als ein Ge-
riist vorstellen, bei dem ein Bauteil auf mehreren der vorangegangenen
Kapitel ruht.

Sie konnen sich sogar Thren eigenen Weg durch die Kapitel suchen,
solange Sie vor Beginn des letzten Kapitels all die vorherigen gelesen
haben, auf denen es beruht. Je weiter das Buch voranschreitet, desto
fortgeschrittener ist die Mathematik, die die Kapitel behandeln - es
geht dann um die Art von Dingen, von denen man im Klassenzimmer
gewohnlich nichts hort. Auch das kann auf den ersten Blick einschiich-
ternd wirken. Aber solange Sie alles in der richtigen Reihenfolge lesen,
verfiigen Sie zu dem Zeitpunkt, an dem Sie die entlegenen Winkel der
Mathematik erreichen, iiber das nétige Riistzeug, um all die Freuden
und Uberraschungen zu genieflen, die diese Wissenschaft bieten kann.

Vergessen Sie vor allem nicht, dass die Motivation, dieses Gertist zu
besteigen, allein darin bestehen sollte, die Aussicht wihrend des Auf-
stiegs zu genieflen. Allzu lang ist Mathematik mit trockenem Lernstoft
gleichgesetzt worden; dabei sollte es darin um Spafd und Erkunden ge-
hen. Ein Ritsel auf einmal, ein Mathe-Spiel nach dem anderen, und
bald erreichen wir die Spitze der Leiter und freuen uns an all den fas-
zinierenden Facetten der Mathematik, von denen andere nicht einmal
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wissen, dass sie existieren. Wir werden mit Dingen spielen konnen, die
iiber die normale menschliche Intuition hinausgehen. Die Mathema-
tik gewdhrt uns Zugang zur Welt der imaginidren Zahlen, zu Formen,
die nur in 196 884 Dimensionen existieren, und zu Objekten jenseits
der Unendlichkeit. Von der vierten Dimension bis zu transzendenten
Zahlen - wir werden nichts auslassen!
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EINS

Flott
GEFINGERT

Wenn ich zum Zahnarzt muss, lenke ich

mich mental gern ein wenig ab, wihrend

ein Fremder versucht, in meinen Mund

zu kriechen. Normalerweise mit irgend-

einem Zahlenspiel, das ich im Kopf spielen

kann. Als ich eines Tages wieder einmal auf

dem Weg zum Zahnarzt war, fragte ich da-

her auf Twitter nach einem guten Matherat-

sel, das sich ohne Papier und Bleistift 16sen

lief3. Ein Freund forderte mich auf, alle neun Zif-

fern so anzuordnen, dass die ersten beiden ein Vielfaches von 2 bilden,
die ersten drei ein Vielfaches von 3, und so weiter, bis zu allen neun
Ziffern, die dann ein Vielfaches von 9 bilden sollen. Es gibt nur eine
einzige Losung.

Bevor ich es mir im Zahnarztstuhl allzu bequem gemacht hatte,
hatte ich herausgefunden, dass die traditionelle langweilige Zahlen-
folge 123456789 0 nicht funktioniert. Obgleich 12 durch 2 teilbar
ist und 123 durch 3, geht’s von da an nicht mehr weiter. 1234 ldsst sich
nicht glatt durch 4 teilen. Am Ende meiner Zahnbehandlung hatte ich
noch lange nicht alle Ziffern ausgetiiftelt, aber offenbar darf man nicht
auf dem Zahnarztstuhl sitzen bleiben, wenn der Arzt mit einem fertig
ist. Zu Hause stellte ich dann fest, dass die einzige Anordnung, die
funktioniert, 381654729 ist.

(Wenn man nicht unbedingt alle neun Ziffern benutzen muss und
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null ebenfalls verwendet wird, gibt es eine Vielzahl weiterer Optionen,
beispielsweise 480006. Da so viele benachbarte Kombinationen ihrer
Stellen teilbar sind, bezeichnet man diese Zahlen als polydivisible Zah-
len. Es gibt 20456 polydivisible Zahlen, von denen 3 608 528 850 368
400786036725 die grofite ist.)

Interessant ist, dass dieses Rétsel nur wegen der Ziffern funktio-
niert, die wir heute zufilligerweise verwenden. Einen Rémer in der
Antike hitte dieser Hirnverzwirner kaum vom Zahnarzt ablenken
konnen. Die alten Rémer benutzten nicht nur andere Symbole, wie V
und X - diese Symbole hatten auch stets denselben Wert, unabhéngig
von ihrer Stellung in einer Zahl. V steht immer fiir 5, X immer fiir 10.
Das ist bei unseren Ziffern anders: die 2 in 12 steht fiir 2, die 2 in 123
hingegen fiir 20. Zum Gliick waren Zahnbehandlungen zu Zeiten der
romischen Antike zwar grob, aber es ging schnell.

Hinter Zahlenritseln — und auch einer Menge Schulmathematik -
verbirgt sich ein schmutziges Geheimnis: Ein grofler Teil davon funk-
tioniert nur wegen der Art und Weise, wie wir Zahlen niederschrei-
ben. Wenn wir in unserem gegenwdrtigen Zahlensystem 111111111
mit sich selbst multiplizieren, erhalten wir als hiibsches Ergebnis
12345678987 654321 (alle Ziffern von 1 bis 9 und dann wieder zu-
riick). Das funktioniert auch bei kiirzeren Zahlenfolgen von 1: 11111
x 11111 =123454321 und 111 x 111 = 12321. Versucht man jedoch,
Zahlen anders niederzuschreiben, 16st sich das Muster in Luft auf.
111, in romischen Zahlen ausgedriickt, ist gleich CXI, und CXI x CXI
ergibt XMMCCCXXI, was iiberhaupt nicht hiibsch aussieht.

Ich mochte damit sagen, dass es einen Unterschied gibt zwischen
dem Begrift «Zahl» und dem Begriff «Ziffer». Nehmen Sie beispiels-
weise die Zahl drei: 3, und vergleichen Sie sie mit der Ziffer drei: 3.
Beide sehen identisch aus (vor allem, weil sie identisch sind), doch es
gibt da einen feinen Unterschied. Eine Zahl ist genau das, wofiir Sie sie
halten: sie reprasentiert eine Anzahl von Dingen: 3 ist eine Zahl, 3435
ist ebenfalls eine Zahl. Zahlen sind abstrakte Konzepte, und um sie
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niederzuschreiben, benutzen wir Ziffern. Daher ist eine Ziffer nichts
anderes als ein Symbol, um eine Zahl schriftlich zu iibermitteln, in
derselben Weise, wie wir Buchstaben benutzen, um Worter zu schrei-
ben. Die Zahl 3435 verwendet die Ziffern 3, 4 und 5. Alle Mathematik,
die Sie lernen und auf die Sie ringsumher stoflen, lasst sich in zwei
Kategorien einteilen: echte Mathematik, die auf intrinsischen Eigen-
schaften beruht, und Ergebnisse, die nur ein Nebenprodukt der Art
und Weise sind, wie wir sie aufs Papier bringen.

Jetzt wird’s trickreich

Ein prima Startpunkt (und ein prima Aufhdnger, damit die ganze Sa-
che weniger an eine Schulstunde erinnert) ist der 37er-Trick.

Nehmen Sie irgendeine Ziffer und schreiben Sie sie drei Mal nie-
der. Nun steht auf Ihrem Blatt etwas wie 333 oder 888. Addieren Sie
die drei Ziffern: 3 + 3 + 3 = 9 oder 8 + 8 + 8 = 24. Das ist noch nicht
besonders aufregend. Bisher zdhlen wir nur Zahlen zusammen. Nun
wollen wir unsere urspriingliche Zahl (333 oder 888) durch die Sum-
me ihrer Ziffern (9 oder 24) dividieren. Das kann man entweder mit
einem Taschenrechner oder im Kopf machen. (Der Taschenrechner
ist schneller.) Ganz gleich, welche Methode Sie benutzen, und ganz
gleich, mit welcher Ziffer Sie gestartet sind, die Antwort ist stets 37.
Darum spricht man oft vom 37er-Trick.

Wie gesagt, das funktioniert fiir jede Ziffer, fir die Sie sich am An-
fang entscheiden. Diese freie Wahl 16st sich jedoch rasch in Luft auf.
Es steht absolut fest, dass am Ende der Berechnung 37 herauskom-
men wird. Hinter den Kulissen lauft ein raffiniertes Kabinettstiickchen
Algebra ab. Dieselben drei Ziffern zu schreiben, ist dasselbe, wie eine
Ziffer mit 111 zu multiplizieren. Wenn Sie sich fir 8 entschieden ha-
ben, dann ist 888 das Ergebnis von 8 x 111. Und diese drei Ziffern zu
addieren, ist gleichbedeutend mit einer Multiplikation mit der Zahl 3:
8 + 8 + 8 = 3 x 8 = 24. Daher ist 888 durch 24 zu teilen dasselbe wie
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111 durch 3 zu teilen, denn die Achten kiirzen sich weg. Und dasselbe
gilt fiir alle iibrigen Ziffern ...

... aber doch nicht so ganz. Hitte ein alter Romer die Ziffer V ge-
wihlt, wiirde der 37er-Trick nicht zur Antwort 37 fithren und daher
gar nicht erst als 37er-Trick oder tiberhaupt als Trick bekannt sein.
Zum Gliick - zumindest, was diesen Fall angeht — ist unser gegenwér-
tiges System mit zehn Ziffern inzwischen fast ausschlief3lich und iiber-
all in Gebrauch, doch falls Sie versucht hatten, einen Babylonier zu
verbliiffen, wire dieser Trick ein Reinfall gewesen, denn die schrieben
Zahlen ganz anders nieder, als wir es heute tun. Sollten wir jemals von
Auf3erirdischen besucht werden, die Zahlen vielleicht auf verschiede-
ne seltsame Arten und Weisen notieren, wiirde die Sache bei ihnen
hochstwahrscheinlich auch nicht funktionieren. Dieser Trick ist eine
Kombination aus dem, was wir als «grundlegende» Eigenschaften von
Zahlen betrachten (Eigenschaften, die sich nicht verdndern, wenn sie
auf unterschiedliche Weise schriftlich festgehalten werden), und einer
Laune unseres gegenwartigen Systems zur Darstellung von Zahlen.

Warum ist das so? Nun, 111 ist durch 3 teilbar, ganz gleich, wie man
die Zahlen aufschreibt. CXI ist durch III teilbar, |'{ |- - ist durch —.
teilbar, und Auflerirdische iiberall im Universum werden wissen, dass
hundertelf durch drei teilbar ist. Das Ergebnis lautet immer 37 (oder
XXXVII oder #2471 oder irgendein auflerirdisches Kauderwelsch
fur «siebenunddreiflig»). Wenn Sie einen Stapel von einhundertelf
Steinen haben, kénnen Sie ihn stets in drei Stapel von siebenunddrei-
ig Steinen aufteilen. Und weil diese Eigenschaft losgel6st von jeder
Darstellungsform der Zahlen ist, betrachten Mathematiker sie als eine
der wichtigeren abstrakten Eigenschaften.

Auf der anderen Seite steht der Umstand, dass das dreimalige Nie-
derschreiben derselben Ziffer einer Multiplikation mit 111 entspricht;
es ist nicht mehr als ein unbeabsichtigter Nebeneffekt unserer Metho-
de, Zahlen zu notieren. Im rémischen Zahlensystem entspricht das
dreimalige Schreiben derselben Ziffer einer Multiplikation mit 3, nicht
mit 111. (VVV = III x V.)
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Ein Teil der Starke der Mathematik besteht darin, dass sie univer-
selle Wahrheiten ausdriickt, diese aber auf unterschiedliche Weise
formulieren kann. Die alten Mayas und Rémer lernten dieselbe Ma-
thematik, doch sie gebrauchten bei der Niederschrift ganz andere als
unser modernes System.

Um die Welt der Mathematik zu erforschen, miissen wir wissen,
welche Sprache jedermann spricht. Wir wollen mit dem Zahlensystem
beginnen, das wir heute verwenden, das aber nicht unbedingt das bes-
te sein muss.

Was ist eine Zahl?

Was ist die grofite Zahl, bis zu der Sie mit Thren Fingern zdhlen kon-
nen? Nun, die meisten Leute horen bei «zehn» auf, hauptsichlich
mangels weiterer Finger. Aber nicht jedermann benutzt das ziemlich
begrenzte System, seine Finger zum Zihlen lediglich zu strecken und
sie nicht wieder zu beugen. Wenn man Beugen einbezieht, kann man
mit den ersten beiden Fingern bis drei zdhlen. Strecken Sie Ihren Dau-
men aus fiir 1, den Zeigefinger fiir 2 und beide fiir 3. Nun ist der Mit-
telfinger frei; allein ausgestreckt steht er fiir 4, dann erster und dritter
Finger fiir 5 und so weiter. Auf diese Weise kann man bis 15 zédhlen,
bevor man auch nur den fiinften Finger, den kleinen der ersten Hand,
einsetzen muss.

Mit diesem System kann man allein mit Hilfe aller Finger von 0 bis
1023 zdhlen. Aber unser personlicher Fingerrechner kann noch mehr.
Wenn man jeden Finger in der Nach-unten-, Halb-hoch- und Ganz-
gestreckt-Position verwendet, kann man von 0 bis 59 048 zéhlen. Ge-
hen wir einen Schritt weiter und benutzen vier Positionen (gebogen,
die Handfliche berithrend/gebogen, die Handfldche nicht beriihrend/
Mittelposition und voll gestreckt), so bringt uns das einen Spielraum
von 0 bis 1048575 — mehr als eine Million, die sich an den Fingern
abzéhlen lasst.
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Das ist eine Leistungsverbesserung um einen Faktor von mehr als
10000, wihrend das Arthritisrisiko fiir die Finger nur unwesentlich
ansteigt.

\ 2 3 4 S5

Nur

NACH
OBEN
' T 3 4 9
NACH
OBEN
UMD
NacH
UNTEN
€ 1 9 9 0
Und warum an dieser Stelle authéren?

Acht Positionen fiir jeden Finger zu benutzen, heif$t nicht nur, ein
bisher unbekanntes Maf8 an Fingerfertigkeit zu erreichen, sondern
auch, von 0 bis 1073741823 zdhlen zu konnen: mehr als eine Milli-
arde!

Ein Nachteil konnte natiirlich sein, dass Sie mit dieser ganzen Fin-
gersprache unfreiwillig als Mitglied einer Straflengang enden.
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Das war die letzte Fingerkombination, die ich ausgearbeitet habe, aber
wie viel héher kénnte man gehen? Fiir Schnelldenker mit besonders
beweglichen Fingern und einem ebenso flexiblen Verstand gibt es
wohl keine Grenzen.

Der Unterschied, mit den Fingern nur bis zehn zu zdhlen oder
plotzlich bei einer Milliarde zu landen, besteht darin, dass wir jeden
einzelnen Finger jetzt nicht mehr als droges Abzéhlelement ansehen,
sondern seine Position beriicksichtigen. Wenn wir mit unseren ersten
beiden Fingern bis drei zdhlen, statt «<normal» zu zdhlen (wobei alle
Finger gleich sind, d.h. jeder 1 oder 1 mehr reprisentiert), bedeutet
der erste Finger, wenn er ausgestreckt ist, noch immer 1, doch der
zweite Finger bedeutet 2, wenn er alleine ausgestreckt ist. Wenn wir
fortfahren und dabei den «nach oben und nach unten»-Anweisungen
des Diagramms auf Seite 22 folgen, bedeutet der dritte Finger 4, der
vierte 8 und der fiinfte 16, und wir erahnen das System: Jeder Finger
ist in aufrechter Haltung doppelt so viel wert wie der vorangegangene
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aufrechte Finger. Mit ein wenig Herumprobieren kann man jede nur
mogliche Zahl mit seinen Fingern in diesen beiden Positionen dar-
stellen. (Tipp: 132 ist die fingertechnisch am schwierigsten zu reali-
sierende Position. Versuchen Sie’s — oder vielleicht lieber doch nicht.)
Da es fiir jeden Finger zwei Optionen gibt, spricht man von einem
bindren Zahlensystem. Beim Niederschreiben kann man 0 fiir Finger
benutzen, die gebeugt sind, und 1 fiir ausgestreckte Finger. Vielleicht
erinnern Sie sich noch aus der Schule daran, dass die erste Position im
bindren System 1 darstellt, die zweite 2, die dritte 4, die vierte 8, und
so weiter.

152 Das nichste Fingerzihlsystem
basiert darauf, dass es drei ver-
schiedene Positionen fiir jeden
Finger gibt: nach unten, halb nach
oben (oder halb nach unten, wenn
Sie Pessimist sind) und nach oben;
daher spricht man von einem Sys-
tem auf der Basis 3.

Und dieses Spiel kann man wei-
terspielen: vier Fingerhaltungen
fihren zu einem System auf der

Basis 4, acht zu einem System auf
10010 (Bass 1) der Basis 8. Um es kurz zusammen-
=8 i’ BASIS iD) zufassen (und um sicherzustellen,
dass wir alle achtgeben): Der Wert
einer jeden Position, ob Finger oder niedergeschrieben, ist gleich der
vorherigen Position, multipliziert mit der Basis, beim System auf der
Basis 3 also 1, 3, 9, 27 ... und wir kénnen die drei Ziffern 0, 1 und 2
benutzen, um sukzessive Stufen der Fingerhaltung zu kennzeichnen,
und im, sagen wir, Achtersystem lautet die Folge 1, 8, 64, 512 ... und
die acht Ziffern 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 und 7 werden durch die unterschied-
lichen Fingerpositionen reprisentiert. Im Achtersystem ldsst sich eine
Milliarde also als 7346 545000 schreiben.
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Die 1-Milliarde-Anordnung der acht Fingerhaltungen
(gilt gleichzeitig als Mathegeheimbund-Handzeichen)

Diese Zahlentypen bilden eine ganze Familie von Stellenwertsyste-
men, die sich v6llig vom romischen Zahlensystem unterscheiden, bei
dem die Position eines Symbols iiberhaupt keinen Unterschied fiir das
macht, was es darstellt. Das Symbol V représentiert 5, wo auch im-
mer in einer Zahl es auftaucht, wihrend die Ziffer 3 in der Zahl 3435
in Abhéngigkeit von seiner Position sowohl fiir 3000 als auch fiir 30
steht. Romische Zahlensymbole sind ein iibertechnisiertes Abzahlsys-
tem, das {iber seine urspriingliche Kapazitit hinaus gebraucht wird.
Stellenwertsysteme sind viel méchtiger, denn sie konnen problemlos
eine Zahl beliebiger Grofie darstellen. Natiirlich benutzen wir in der
modernen Welt fast ausschliefllich das auf der Basis 10 beruhende
Zahlensystem, doch um es nochmals zu sagen: Es ist nur eine von vie-
len Méglichkeiten.

Wenn man unterschiedliche Basen benutzt, bleibt viel Raum fiir
Verwirrung und Missverstindnisse. Ich kann Zahlen in ein System
iibersetzen, das vollig andere Symbole benutzt, beispielsweise eine
Zahl aus dem Zehnersystem ins romische System iibertragen (dabei
wird aus 3435 MMMCDXXXYV), und man erkennt leicht, in welchem
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System letztere Zahl geschrieben ist. Die ganze Sache dhnelt der Uber-
setzung in eine Sprache, die ein v6llig anderes Alphabet benutzt, zum
Beispiel aus dem Englischen ins Japanische. Wenn man jedoch ein
Wort aus dem Deutschen ins Englische tibersetzt, benutzt man dassel-
be Alphabet, und wenn man nicht weif3, in welcher Sprache man sich
gerade befindet, kann es bose Missverstdndnisse geben (wenn Thnen
ein Engldnder «a gift» anbietet, will er Sie nicht etwa umbringen, son-
dern Thnen ein Geschenk machen).

Ich kann einfach nicht anders, als den Mathewitz mit dem ellen-
langen Bart zu erzdhlen, der auf einem solchen Missverstdndnis fufit;
normalerweise sieht man ihn auf T-Shirts als saukomischen Aufdruck:
«Es gibt genau 10 Typen von Leuten, diejenigen, die den Bindrcode
verstehen, und diejenigen, die es nicht tun». Was die Komik betriftt:
«10» bedeutet 2 im Binérsystem, daher kapieren nur diejenigen, die
binir verstehen, dass 2 und nicht 10 gemeint ist. Ich warte kurz, bis Sie
sich wieder eingekriegt haben.

Ich behandele diesen Witz nur deshalb ein wenig bissig, weil er
mir als Mathematiker, der auch als Stand-up-Comedian arbeitet, stin-
dig erzahlt wird. Normalerweise beginnen die Leute mit: «Kennen
Sie den? Tja, eigentlich funktioniert er nicht, wenn man ihn erzdhit,
aber ...», und dann versuchen sie, einen Witz verbal wiederzugeben,
der nur niedergeschrieben funktioniert. Das ist das Problem mit bi-
naren Witzen: Entweder funktionieren sie, oder sie tun’s nicht. Doch
wie sein komédiantischer Wert auch immer einzuschétzen ist — dieser
Witz ist ein fantastisches Beispiel dafiir, wie sich verschiedene Zahlen
mit denselben Ziffern in derselben Reihenfolge niederschreiben las-
sen, je nachdem, welches System man benutzt.

Wie dem auch sei, wir haben uns vollig auf das Zehnersystem ver-
steift. Die Leute meinen, das liege an unseren zehn Fingern: Wenn
man seine Finger als Zahlhilfe benutzt, dann muss man das System
jedes Mal, wenn man zehn erreicht, «neu starten» und gleichzeitig im
Auge behalten, wie viele Zehnerrunden man absolviert hat. Wenn ein
Freund dies fiir Sie iibernimmt, gehen ihm nach zehn Runden eben-
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falls die Finger aus, deshalb braucht man anschliefSend jemanden, der
mitzdhlt, wie viele Hunderter sich angesammelt haben. Zahlen als
Vielfache von Zehnern nachzuverfolgen, sei daher naheliegend fiir
uns Menschen, heif3t es (oder zumindest fiir Menschen, die geniigend
Freunde haben). Offenbar bezogen die Mayas also beim Zihlen auch
ihre Zehen ein, denn ihr Zahlensystem basierte auf der 20.

Intelligente Wesen, die sich anderswo im Universum entwickeln,
besitzen vielleicht keine zehn Finger - sie konnten ebenso gut drei
Arme mit jeweils vier fingerartigen Fortsdtzen zum Greifen haben
und Zahlen durchaus im Zwolfersystem notieren. Selbst hier auf der
Erde gibt es ein paar Leute, die hartnickig darauf bestehen, wir soll-
ten vom Zehnersystem zum Zwolfersystem wechseln. «Duodezima-
listen» betonen die Vorziige eines Zwolfersystems zum Zahlen (bei-
spielsweise ist zwolf durch mehr Zahlen teilbar als zehn und daher das
Schreiben von Briichen einfacher), iibersehen aber zugleich den rie-
sigen Aufwand, den ein solcher Wechsel verursachen wiirde. Wenn
wir zum Zwolfersystem wechselten, brauchten wir zwolf Ziffern, daher
miissten wir zum Beispiel «A» fiir 10 und «B» fiir 11 hinzufiigen, so-
dass aus 3435 im Zehnersystem 1 BA3 im Zwolfersystem wiirde.

Dabher ist ein solcher Wechsel héchst unwahrscheinlich. Andere
auf bestimmten Zahlen basierende Systeme bleiben die Spielwiese fiir
Mathematiker, wihrend alle iibrigen Menschen fast ausschliefllich das
Zehnersystem benutzen. Nur wenn es um Computer geht, gelingt es
einem Zahlensystem aus dem Reich der mathematischen Neugier in
die wirkliche Welt tiberzuwechseln. Das Binérsystem (auf der Basis 2)
ist fiir Computer wegen seiner begrenzten Anzahl Ziffern gut geeignet;
minimalistischer als ein System, das nur aus 0 und 1 besteht, geht’s
kaum.

Die Entwicklung moderner Computer hat dazu gefiihrt, dass sie
sich ausschliefllich mit Situationen beschiftigen, in denen es nur zwei
Moglichkeiten gibt. Entweder flief3t Strom durch einen Draht in einem
Schaltkreis oder nicht. Ein Magnet auf einer Festplatte hat entweder
einen magnetischen Nordpol, der in eine Richtung weist, oder einen
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Stidpol, der in die entgegengesetzte Richtung zeigt. Alles ist daher 0
oder 1. Zum Gliick lassen sich sdmtliche Zahlen als eine Folge von
Einsen und Nullen ins binédre System konvertieren.

Man muss jedoch einen Ziffernsatz finden, der so klein ist, dass das
Zahlensystem brauchbar ist, aber dennoch grof genug, um Zahlen da-
mit effizient niederschreiben zu kénnen. Fiir intelligente Lebewesen,
ob Menschen oder Aliens, funktionieren zehn bis zwdlf Ziffern pri-
ma. Computer hingegen brauchen den begrenzten binéren Ziffersatz,
um zu arbeiten: Samtliche Smartphones, Digitalfernseher und selbst
Mikrowellenherde zéhlen und rechnen insgeheim mit bindren Zah-
len. Wenn sie mit Menschen interagieren, verwandeln sie diese Zahlen
jedoch freundlicherweise fiir uns zuriick ins Zehnersystem.

Die allerersten, sehr primitiven Computer waren nicht so riick-
sichtsvoll. Ich hatte einmal die Ehre, einen ilteren Herrn zu treffen,
der in seiner Jugend der letzte Mathematikstudent war, der von Alan
Turing vor dessen frithem Tod 1945 unterrichtet wurde. Turing gilt zu
Recht als «Vater des Computerwesens», und er entwickelte wahrend
seiner Zeit an der University of Manchester eines der ersten Betriebs-
systeme fiir einen der ersten Computer. Offensichtlich setzte Turings
erstes Betriebssystem voraus, dass jeder, der den Computer benutzte,
flieend Binir beherrschte, was fiir Turing selbst allemal galt. Als eine
neue Version des Betriebssystems eingefithrt wurde, welche binére
Zahleneingaben ins Zehnersystem iibersetzte, bestand Turing bis zu-
letzt darauf, dass der Computer wieder auf Bindrcode umgestellt wur-
de, wenn er daran arbeitete.

Obgleich die Bindrzahlen, die in Computern verwendet werden,
inzwischen tief unter den Benutzeroberfldchen vergraben liegen, kann
man noch immer Hinweise auf sie finden. Das reicht von den 16- und
32-GB-Speicherkarten bis zur 1024-Pixel-Auflosung des Computer-
bildschirms.

Ebenso, wie wir runde Zahlen schatzen — 1000 und 1000000 wir-
ken so ansprechend -, tun dies Computer, nur, dass sie runde bindre
Zahlen mogen. Da alle Stellenwerte im Bindrcode Exponenten von
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2 sind, tauchen sie im Umfeld von Computern tiberall auf: 2° = 32 und
210 =1024.

Manchmal rutscht Computern zufillig eine Zahl zur Basis 16 her-
aus, zum Beispiel bei Wi-Fi-Passwortern, doch den meisten Leuten
fallt das nicht auf. «Hexadezimal» — hochgestochen fiir «Basis 16» —
benutzt die Symbole 0 bis 9 und dann die Buchstaben A bis E. Diese
Zahlen fallen im Vergleich zu Zweierpotenzen weniger ins Auge, doch
es gibt sie. Wenn Sie sich die Riickseite eines Wi-Fi-Routers ansehen,
so ist das urspriingliche Passwort in der Regel eine Reihe von Ziffern (0
bis 9) und Buchstaben (A bis F). Auch wenn Sie sich die Zahlencodes
fiir Farben in Zeichen- oder Bildbearbeitungssoftware anschauen, sto-
en Sie auf Hexadezimalwerte. Und nun, da Sie davon wissen, werden
Sie natiirlich bemerken, dass die Buchstaben A bis F gelegentlich in
der Mitte einer Zahl auftauchen, die von Computern benutzt wird.
Und wenn Sie so drauf sind wie ich, dann auch in Ihren Trdumen ...

Das Hexadezimalsystem wird benutzt, um Zahlen etwas effizienter
als im Bindrsystem zu speichern, doch nur Computerprogrammierer
und andere sehr technikverliebte Nutzer von Computern bekommen
sie zu Gesicht: 16 ist unter diesen Umstdnden die Basis der Wahl. Das
mag bizarr erscheinen - warum
nicht einfach das Zehnersystem

o200 =0 (T-1-F: B}
nehmen? -, doch man griff auf

die 16 zuriick, weil sie selbst eine eoa| —»l 1901 =19
Potenz von 2 ist, und das macht es eale —rL Ioh = A
sehr einfach, zwischen beiden Sys-

Y saln 3% ¢ - B

temen hin- und herzuwechseln.

Wenn man von einer Basis zur an- D100 = & oo = ¢

deren wechselt, unterscheiden sich oigl —r 5 Hal =% D
die neuen Stellenwerte der Zahlen oI > & WO g
vollig von den alten. Ist die neue

Basis jedoch eine Potenz der vor- e -7 i —rF
herigen, fallen einige alte Stellen- Von binir nach hexadezimal:

werte weg, aber es kommen keine Aus 1011110000100001 wird BC21.
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neuen hinzu. Im Fall des Hexadezimalsystems wird jede Vierergruppe
binirer Ziffern gegen dasselbe neue Einzelsymbol ausgetauscht.

Wenn man verschiedene Zahlensysteme erst einmal versteht, ist es
leicht, die Mathematik zu entschliisseln, auf der sie basieren. Tatsich-
lich ist es einfacher, fremde Zahlen als fremde Sprachen zu entziffern.
Als im 19. Jahrhundert die Stidte der Mayas wiederentdeckt wurden
und riesige Mengen unverstidndlicher schriftlicher Zeugnisse zutage
kamen, wurden die Zahlen viel frither tibersetzt als die Schriften, ob-
wohl sie auf dem seltsamen Zwanzigersystem basierten. Wenn wir in
der Galaxie auf auflerirdische Reisende trafen, konnten wir mit ihnen
problemlos kommunizieren, sobald wir herausgefunden haben, wel-
che Symbole sie fiir ihre Ziffern benutzen. Wenn wir ihnen aber ein
Matheritsel vorlegen wollten, missten wir eines wihlen, das unabhan-
gig davon funktioniert, wie die Zahlen aufgeschrieben werden.

Auf die Basis kommt es an

Konnen Sie die einzige Zahl zwischen zehn und zwanzig finden, die
nicht die Summe aufeinander folgender Zahlen ist?

13 kann es nicht sein, denn 13 = 6 + 7, und 6 und 7 folgen aufein-
ander; 18 fallt ebenfalls aus, denn 18 = 5 + 6 + 7. Wenn Sie die Ant-
wort bereits gefunden haben, suchen Sie eine weitere zwischen dreiflig
und vierzig. Und wenn Sie die ndchste, jenseits der sechzig, ausgetiif-
telt haben, werden Sie beginnen, das Muster dieser Zahlen zu erken-
nen. Interessant bei diesem «Summe aufeinanderfolgender Zahlen»-
Ritsel ist, dass es funktioniert, ganz gleich, in welcher Weise man die
Zahlen niederschreibt. Ein alter Romer kénnte das Rétsel mit sei-
nem Zahlensystem l6sen, ebenso ein Maya oder unser auferirdischer
Freund.

Die erste Antwort, die Sie gefunden haben sollten, ist 16; es gibt
keine Moglichkeit, konsekutive Zahlen so zu addieren, dass 16 heraus-
kommt. Und 16 gehort zu einer Elite von anderen, ebensolchen Zah-
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len, wie 8 und 32 (warum diese Zahlen diese Eigenschaft haben, wird
in den «Antworten am Ende des Buches» erklart).

Wenn Sie sich fiir ein anderes Ritsel interessieren, und zwar fiir
eines, das sich von einem Zahlensystem in ein anderes iibertragen
ldsst, dann lassen Sie uns zu polydivisiblen Zahlen zuriickkehren,
die alle Ziffern ungleich null genau einmal benutzen, aber in einem
Nicht-Zehnersystem. (Griamen Sie sich nicht, wenn Sie ein paar Seiten
zuriickblattern miissen, um sich daran zu erinnern, was eine polydi-
visible Zahl ist; ich hab’s gerade auch getan.) Wenn sich die Mensch-
heit anders entwickelt hitte und wir ein Vierersystem benutzten, hatte
ich, im Zahnarztstuhl sitzend, zwei Losungen finden kénnen: 123 und
321. Im Funfersystem gibt es keine Losung, aber dafiir wieder zwei
im Sechsersystem (14325 und 54321), keine im Siebenersystem, er-
staunliche drei im Achtersystem (3254 167; 5234761 und 5674 321),
keine im Neunersystem und die eine im Zehnersystem, auf die wir
schon gestoflen sind (381654 729). Und das ist die letzte Losung bis
zum Vierzehnersystem, die 9C3A5476B812D lautet. Puh!

Ich war tiberrascht, dass es keine Losungen im Zwolfersystem gibt.
Wenn wir annehmen, dass unsere auflerirdischen Freunde aus dem
All zwolf Finger haben (ich weif8 nicht, wie es Ihnen geht, aber ich
habe das Gefiihl, sie inzwischen recht gut zu kennen), kénnten sie mit
diesem Ritsel tiberhaupt nichts anfangen. (Ein weiterer Grund, den
Duodezimalisten nicht zu folgen.) Als ich daher mein Computerpro-
gramm schrieb, um nach diesen Zahlen zu suchen (ich hatte ein frei-
es Wochenende), war das plotzliche Auftauchen einer Losung fiir das
Vierzehnersystem umso iiberraschender. Wenn es keine Losung fiir
das Zwolfersystem gibt, dachte ich, gibt es vielleicht auch keine Lsun-
gen fiir hohere Systeme. Ich optimierte mein Programm so weit wie
moglich, und es zeigte mir, dass keine Losungen fiir Systeme zur Basis
15 und 16 existieren. Ich weif3 nicht, ob es weitere Losungen jenseits
einer Basis 16 gibt.

Wenn irgendjemand von Thnen mehr Zeit hat oder besser pro-
grammieren kann als ich, lassen Sie es mich bitte wissen!
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