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Vorwort zur 6. Auflage

Manches hat sich geandert in den letzten Jahren, und auch die Hochschulen wurden von
Anderungen nicht verschont: Wahrend Sie frither nach dem Abschluss eines Ingenieurstu-
diums in der Regel mit einem Diplom belohnt wurden, erhalten Sie heute einen Bachelor-
oder einen Mastergrad. Aber das Schone ist, dass manche Dinge eben doch konstant blei-
ben. Denn egal, ob Bachelor oder Diplom, Sie werden auf jeden Fall ein wenig Mathematik
lernen und tiben miissen, und genau dabei soll Thnen nach wie vor dieses Buch helfen. Und
schon ist alles gesagt aufler: Viel Vergniigen bei der Arbeit!

Bensheim, November 2012 Thomas Rieflinger



Vorwort zur 4. Auflage

An der Notwendigkeit, Mathematik nicht nur theoretisch zu verstehen, sondern auch prak-
tisch zu iiben, hat sich nichts geindert. Auch in der dritten Auflage dieses Ubungsbuchs
mochte ich Thnen die Gelegenheit geben, einerseits selbst Aufgaben zu rechnen, anderer-
seits aber bei Schwierigkeiten genau erklirte Losungswege zur Verfiigung zu haben und
damit Thre Probleme zu 16sen. Beim Rechnen und beim Studieren der Losungen wiinsche
ich Thnen viel Erfolg und hoffentlich auch ein wenig Vergniigen.

Januar 2008 Thomas Rieflinger
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Vorwort zur 1. und 2. Auflage

Vielleicht kennen Sie die Situation. Sie haben ein Lehrbuch tiber Mathematik gelesen oder
eine Vorlesung tiber Mathematik gehort, glauben nun, die Sache im Grofien und Ganzen
verstanden zu haben, und wollen zur Ubung die eine oder andere Beispielaufgabe rechnen.
Kaum haben Sie aber frohlich mit dem Rechnen angefangen, stellen Sie fest, daf Sie nicht
so recht wissen, wie es nun weitergehen soll. Oder — was fast noch unangenehmer ist -
Sie rechnen tatsichlich ein Ergebnis aus und vergleichen es mit der angegebenen Losung,
doch leider kénnen Sie sich mit Threm Dozenten oder dem Autor Ihres Lehrbuchs nicht
auf einen gemeinsamen Wert einigen. Das ist besonders unangenehm, wenn in einem Buch
zwar die Aufgabenstellung ausfithrlich beschrieben ist, aber im Lsungsteil dann kurz und
schmerzlos so etwas wie ,,x = 17 als Losung mitgeteilt wird, so dass man sich verzweifelt
fragt, wie um alles in der Welt der Autor wohl darauf gekommen sein mag.
Dummerweise kann man es in einem Lehrbuch kaum anders machen. Wenn Sie sich
einmal ein sechshundert Seiten dickes Buch vorstellen, zu dem noch zwei- oder dreihun-
dert Seiten Losungsteil dazukommen, dann sollten Sie sich an das Telefonbuch von New
York oder einen Aktenordner mit Steuergesetzen erinnert fiithlen, und wer will so etwas
schon lesen? Der Umfang eines Lehrbuchs sollte in einem verniinftigen Rahmen bleiben,
damit man es auch wirklich problemlos handhaben kann. Nun habe ich aber vor einiger
Zeit ein Lehrbuch mit dem Titel ,,Mathematik fiir Ingenieure® herausgebracht, das an dem
gleichen Problem leidet: natiirlich gibt es darin Ubungsaufgaben, aber im Lésungsteil muss
sich der geplagte Leser mit den puren Ergebnissen zufrieden geben, ohne Angabe des Lo-
sungsweges. Und selbst wenn ich von meinem eigenen Lehrbuch absehe, schien es mir auf
jeden Fall sinnvoll zu sein, dass man eine Sammlung von Aufgaben zur Verfiigung hat, de-
ren Losungswege detailliert und in aller Ausfiihrlichkeit durchgerechnet werden, so dass
Sie genau verfolgen kénnen, wie man an bestimmte Aufgabentypen herangeht. Eine solche
Aufgabensammlung haben Sie mit diesem Buch in der Hand. Ich habe hier jede Aufgabe
aus meinem Lehrbuch durchgerechnet und die Rechenwege mit ausfiihrlichen Erklirun-
gen versehen, denn oft genug steht man vor einer Formel und wiisste nur zu gern, wo sie
wohl herkommen mag. Dass die Aufgaben aus meinem eigenen Lehrbuch stammen, heifit
aber nicht, dass Sie erst das Lehrbuch lesen miissen, um mit der Aufgabensammlung etwas
anfangen zu kénnen: es geht hier nicht nur um das Durchrechnen von Lésungen, sondern
ich habe mich bemiiht, auch die prinzipiellen Methoden, die bei den Aufgaben angewendet
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X Vorwort zur 1. und 2. Auflage

werden, anhand der Beispiele zu erkldren - natiirlich nicht so umfassend wie in einem Lehr-
buch, sonst wiren wir namlich wieder beim New Yorker Telefonbuch angelangt. Deshalb
finden Sie auch in den ersten neun Kapiteln jeweils einige Aufgaben, die nicht im Lehrbuch
stehen und vielleicht etwas schwieriger sind als die Aufgaben des Lehrbuchs.

Sie finden also im Folgenden 155 Ubungsaufgaben aus den verschiedensten Bereichen
der Mathematik, deren Losungen vorgerechnet und erklirt werden. Um unnétiges Blit-
tern zu vermeiden, habe ich die Losung jeder Aufgabe direkt im Anschluf an die Aufgabe
aufgeschrieben und keine Unterteilung in einen Aufgabenteil und einen Losungsteil vor-
genommen. Trotzdem empfehle ich natiirlich, dass Sie die Aufgaben zuerst einmal selbst
angehen und erst dann, sobald Sie erfolgreich oder auch weniger erfolgreich gerechnet ha-
ben, die Losungen durchlesen.

Und damit genug der Ansprache; wir fangen an.

Frankfurt im Frithjahr 2004 Thomas Rieflinger
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Mengen und Zahlenarten

1.1 Es seien
A={xeR|x<0}, B={xeR|x>1}
und
C={xeR|0<x<1}.

Bestimmen Sie An B, Au Bu C, A\C und B\C.

Losung In Worte gefasst, ist A die Menge aller reellen Zahlen, die kleiner oder gleich Null
sind, also die Menge aller negativen Zahlen, erweitert um die Null. B ist die Menge der
reellen Zahlen, die grofler als 1 sind, das heifdt B enthalt die 1 selbst nicht als Element, son-
dern nur die reellen Zahlen, die iiber der 1 liegen. Schliefilich ist C die Menge aller reellen
Zahlen, die zwar grofer oder gleich Null sind, aber echt kleiner als 1. Die Menge C enthalt
also die Null und dazu alle reellen Zahlen, die gréfer als Null und gleichzeitig kleiner als 1
sind.

Die Mengenoperationen kann ich nun am besten ausfiihren, indem ich mich erst einmal
ganz formal nach den Definitionen von Durchschnitt, Vereinigung und Differenz richte.
Damit wird:

AnB={xeR|xecAundxeB}={xeR|x<O0undx >1}.

Der Durchschnitt von A und B enthélt also alle reellen Zahlen, die sowohl kleiner oder
gleich Null als auch grofer als 1 sind. Das kommt aber einigermafien selten vor, denn eine
Zahl, die echt grofler als 1 ist, wird es nicht fertigbringen, gleichzeitig auch noch kleiner
oder gleich Null zu sein. Daher ist:

{xeR|x<0undx>1}=02.

T. RiefRinger, Ubungsaufgaben zur Mathematik fiir Ingenieure, Springer-Lehrbuch, 1
DOI 10.1007/978-3-642-36921-6_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2013



2 1 Mengen und Zahlenarten

Insgesamt ergibt sich also:
AnB={xeR|xcAundxeB}={xeR|x<O0undx>1} =@.

Auf die gleiche Art kann ich alle anderen geforderten Verkniipfungen angehen. Mit AuBUC
ist die Vereinigung der drei gegebenen Mengen gemeint, also:

AUBUC={xeR|xeAoderxeBoderxeC}

={xeR|x<0oderx >1oder0<x<1}.

In dieser Vereinigungsmenge sind also alle reellen Zahlen versammelt, die mindestens ei-
nes der drei Kriterien erfiillen. Sie enthilt also auf jeden Fall alle Zahlen, die kleiner oder
gleich Null sind, also die negativen Zahlen und die Null. Sie enthélt aber auch alle reellen
Zahlen, die grof3er als 1 sind, also alle reellen Zahlen oberhalb der 1. Damit konnten besten-
falls die positiven Zahlen bis aufwirts zur 1 der Vereinigungsmenge entgehen, aber auch
die werden fast vollstindig von ihr erwischt, denn A U B u C enthilt natiirlich zusétzlich
noch die Zahlen, die gleichzeitg grofier oder gleich Null und kleiner als 1 sind. Als letzte
Liicke bleibt daher nur noch die Zahl 1, die weder in A noch in B noch in C als Element
enthalten ist. Somit ergibt sich insgesamt:

AUuBUC={xeR|xeAoderxeBoderxeC}

={xeR|x<0oderx>1loder0<x<1}
=R\{1}.

Auch die Berechnung der beiden Differenzen erfolgt nach dem gleichen Schema. Zunéchst
ist

A\C={xeR|xecAundx ¢ C}={xeR|x <0undnicht 0 < x < 1}.

Das ist auf den ersten Blick eine etwas ungewdhnliche Schreibweise, denn fiir das zweite
Kriterium der Menge A\C habe ich angegeben, welche Bedingung die Elemente nicht er-
fiillen diirfen: sie diirfen auf keinen Fall gleichzeitig grofer oder gleich Null und kleiner als
1 sein. Das kann man aber leicht in eine positive Beschreibung umsetzen, denn offenbar
gilt genau dann nicht 0 < x <1, wenn x < 0 oder x > 1 gilt. Daher ist

{xeR|x<0undnicht 0 < x <1} ={x e R|x <0und: x < 0 oder x > 1}.

Die Zahlen in A\C miissen also einerseits kleiner oder gleich Null sein und andererseits
kleiner als Null oder aber grofier oder gleich 1 sein. Das vereinfacht die Sachlage, denn
eine Zahl, die kleiner oder gleich Null ist, kann nicht gleichzeitig grofier oder gleich 1 sein.
Damit wird:

{xeR|x<Ound:x <O0oderx>1} ={xeR|x<Oundx <0}
={xeR|x <0},
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denn jede reelle Zahl, die kleiner als Null ist, muss natiirlich auch kleiner oder gleich Null
sein. Insgesamt habe ich also erhalten:

A\C={xeR|xecAundx ¢ C}={xeR|x <0undnicht 0 < x <1}
={xeR|x <0und: x < 0oderx >1}
={xeR|x<0undx <0}
={xeR|x<0}.

Die zweite Differenz lautet B\C und ist besonders einfach zu bestimmen, weil ich hier ei-
gentlich gar nichts tun muss. Laut Definition gilt:

B\C={xeR|xeBundx ¢ C}={xeR|x>1und nicht 0 < x <1}.

Das ist ausgesprochen praktisch, denn keine reelle Zahl, die echt grofier als 1 ist, erfllt
gleichzeitig die Bedingung 0 < x < 1. Ich brauche also aus der Menge B tiberhaupt kein
Element zu entfernen, weil sie kein Element mit C gemeinsam hat. Daraus folgt:

B\C={xeR|xeBundx¢C}={xeR|x>1undnicht 0 < x <1}
=B.

1.2 Esseien A und B Mengen. Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:

() AnA;
(i) Aug;
(ii) An(AuUB);
(iv) An(B\A).

Losung

(i) Wenn man nichts iiber die zugrundeliegenden Mengen weif3, auf8er dass es eben Men-
gen sind, dann bleibt einem nichts anderes {ibrig, als sich streng an die Definitionen
der entsprechenden Operationen zu halten und zu hoften, dass sich dadurch irgen-
detwas vereinfachen wird. In diesem Fall ist das nicht weiter schwierig. Es gilt:

AnA={x|xeAundxe A} ={x|xec A} = A,

denn dass ein Element gleichzeitig in A und auch noch in A ist, kann nur bedeuten,
dass es ganz schlicht Element der Menge A ist. Das stimmt auch mit dem Alltags-
verstand iiberein: wenn man eine Menge mit sich selbst schneidet, dann bleibt die
Menge so wie sie war.
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(ii) Auch hier entstehen keine nennenswerte Probleme. Die leere Menge ist die Menge,
die keinerlei Elemente enthilt, und fiir die Vereinigung mit A bedeutet das:

Aug={x|xecAoderxex}={x|xecA} =4,

denn in der leeren Menge gibt es nun einmal keine Elemente, und daher ist die Be-
dingung x € A oder x € & gleichbedeutend mit der einfacheren Bedingung x € A.

(iii) Hier wird es schon ein wenig schwieriger, weil der vielleicht aufkommende erste Ge-
danke bei dieser Aufgabe in die Irre fiihrt. Sie kdnnten namlich auf die Idee kommen,
dass der Ausdruck An (AU B) ein ausgezeichnetes Beispiel fiir eine Anwendung des
Distributivgesetzes ist, das beschreibt, wie man auch bei Mengenoperationen Klam-
mern ,ausmultiplizieren“ kann. Allgemein lautet es fiir drei beliebige Mengen K, M
und N:

Kn(MuN)=(KnM)u(KnN).

Das passt gut zu unserer Situation: offenbar muss ich nur K = A, M = Aund N = B
setzen und kann dann sofort loslegen. Das ergibt:

An(AuB)=(AnA)u(AnB)=AuU(AnB),

denn A n A hatte ich schon in (i) berechnet. Nun sieht der neue Ausdruck zwar si-
cher etwas anders aus als der alte, aber wohl nicht sehr viel besser oder gar einfacher,
und es soll ja um eine Vereinfachung der Ausdriicke gehen. Vielleicht kann aber das
Distributivgesetz noch einmal helfen, denn es gibt ja nicht nur ein Distributivgesetz,
sondern zwei, und maoglicherweise niitzt das folgende Gesetz etwas:

Ku(MnN)=(KuM)n(KuUN).
Fiir meinen Fall bedeutet das:
AU(AnB)=(AuA)n(AuB)=An(AUB),

denn man kann sich schnell iiberlegen, dass AUA = A gilt. Wie Sie feststellen werden,
waren meine bisherigen Bemiihungen nicht sehr erfolgreich, genau genommen ha-
be ich mich nur einmal im Kreis gedreht und damit meinen Ausgangspunkt wieder
erreicht. Sie kdnnen daran sehen, dass die sture Anwendung der Rechenregeln nicht
immer weiterhilft, wenn man ein konkretes Problem zu 16sen hat.

In diesem Fall hilft wieder nur die Besinnung auf die Definitionen der Mengenope-
rationen. Es gilt:

An(AuB)={x|xecAundx e AuB}.



1 Mengen und Zahlenarten 5

Abb.11 An(AuB)=A A B

(iv)

Wir haben es hier also mit den Elementen zu tun, die gleichzeitig in A undin Au B
liegen. Wenn man aber gleichzeitig in A und in A U B liegt, muss man auf jeden Fall
in A liegen. Liegt aber ein Element in der Menge A, dann liegt es natiirlich auch in
AU B und damit auch in An (AU B). Deshalb ist

An(AuUB)=A.

Sie kénnen sich diese Formel aber auch durch einen Blick auf Abb. 1.1 veranschau-
lichen: wenn sie erst A mit B vereinigen, ergibt sich natiirlich die Vereinigung der
beiden Ovale. Und wenn Sie diese Vereinigung dann wieder mit A schneiden, dann
bleibt genau A selbst iibrig.

Die Bestimmung von A n (B\A) ist recht einfach, weil am Ende ziemlich wenig iib-
rigbleibt. Laut Definition gilt:

An(B\A) ={x|xecAundx € B\A}.
Nun kann aber ein Element schwerlich gleichzeitig in A und auch noch in B\A sein,
denn in B\A finden sich genau die Elemente, die zwar in B, aber nicht in A liegen.

Dabher ist die Schnittmenge von A und B\A leer, und das heifit:

An(B\A) ={x|xecAundx € B\A} = @.

1.3 Veranschaulichen Sie das Distributivgesetz

Au(BnC)=(AuB)n(AuC).

Losung Eine Regel fiir den Umgang mit Mengen kann man am besten veranschaulichen,
indem man die Mengen als Diagramme aufzeichnet, und am einfachsten sind dabei Kreise
oder Ovale auf dem Papier. In Abb. 1.2 sehen Sie auf der linken Seite drei Ovale, die die
Mengen A, B und C darstellen sollen. Sie sind so gezeichnet, dass jede Menge jede andere
Menge schneidet und auflerdem ein Bereich existiert, den alle drei Mengen gemeinsam
haben. Nun muss ich Bn C in dieser Graphik markieren, aber B n C besteht aus genau den
Elementen, die gleichzeitig in B und in C sind, und in dieser Graphik sind das die hellgrau



