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Vorwort

Mit dem vorliegenden Band stellen wir Studienmaterial zu ausgewé&hl-
ten Gebieten der Technischen Mechanik zur Verfiigung. Behandelt wer-
den die Grundlagen der Hydromechanik, der Elastizitédtstheorie, der
Tragwerkslehre, der Schwingungen von Kontinua, der Stabilitdtstheo-
rie, der Plastizitdt und Viskoelastizitdt sowie der Numerischen Metho-
den. Mit dieser Stoffauswahl kann das Werk als Ergdnzung zum Lehr-
buch Technische Mechanik 4 angesehen werden, an dem zwei der Auto-
ren beteiligt sind. Unabhéngig davon kann die Sammlung von Formeln
und Aufgaben eine Hilfestellung beim Eindringen in die genannten Ge-
biete sein.

Bei der Gestaltung der Aufgaben haben wir uns um mdglichste
Klarheit und Versténdlichkeit bemiiht. Auch haben wir versucht, die
Themengebiete weitgehend abzudecken. Deutlich warnen wollen wir
aber vor einem reinen Nachlesen der Losungen. Sinnvoll wird diese
Sammlung nur dann genutzt, wenn die Leserin oder der Leser zunéchst
selbstiandig versucht, zur Losung einer Aufgabe zu gelangen und erst
danach auf den hier angebotenen Losungsweg blickt.

Selbstverstandlich kann diese Sammlung kein Lehrbuch ersetzen.
Wem die theoretischen Grundlagen oder die Begriindung verschiede-
ner Formeln und Verfahren nicht mehr geldufig sind, den verweisen wir
auf das schon genannte Lehrbuch Technische Mechanik 4 sowie auf die
darin enthaltenen Literaturempfehlungen.

Dem Springer-Verlag danken wir fiir die gute Zusammenarbeit und
die ansprechende Ausstattung des Buches. Gedankt sei an dieser Stel-
le auch Vera Ebbing, Sarah Brinkhues, Dominik Brands und Hamid
Aslami in Essen sowie Volker Mannl (f), Cornelia Schwarz und Ro-
bert Werner in Miinchen fiir die Unterstiitzung bei der Erstellung des
Manuskripts.

Wir wiinschen dem Band eine freundliche Aufnahme bei der Leser-
schaft und sind fiir kritische Anmerkungen und Anregungen dankbar.

Darmstadt, Essen und Miinchen, im Dezember 2007 D. Gross
W. Hauger
J. Schréder
E. Werner
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Kapitel 1

Hydromechanik
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Hydrostatik

Voraussetzung: Die Dichte p der Fliissigkeit ist konstant.

Druck in einer ruhenden Fliissigkeit: Der Druck p ist eine Flidchen-
kraft. Er ist in einer ruhenden Fliissigkeit in allen (gedachten) Schnit-
ten durch einen Punkt gleich grofl und wirkt orthogonal zur jeweiligen
Schnittflache: hydrostatischer Spannungszustand. In einer Fliissigkeit
unter der Wirkung der Schwerkraft wéchst der Druck linear mit der
Tiefe:

Do Po

p(2) = po + pgz.

Auftrieb: Der Auftrieb eines ganz oder teilweise in eine Fliissigkeit
eingetauchten Korpers ist gleich dem Gewicht der verdréngten Fliissig-
keitsmenge:

Fa = pgV.

Die Wirkungslinie des Auftriebs geht durch den Schwerpunkt Sr der
verdréngten Flissigkeitsmenge.

Schwimmender Kérper: Ein schwimmender Korper taucht so tief in
eine Fliissigkeit ein, bis das Gewicht der verdrangten Fliissigkeitsmenge
gleich seinem eigenen Gewicht ist. Die entsprechende Schwimmlage ist
stabil, wenn das Metazentrum M oberhalb des Schwerpunkts Sk des
Korpers liegt:

I, : . . .
has = - e {> 0 : stabile Gleichgewichtslage,

< 0 : instabile Gleichgewichtslage.
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I.: Flachentragheitsmoment der von der x, y-Ebene aus dem
Kérper geschnittenen Fliche A (Schwimmfliche),

V': Volumen der verdrangten Fliissigkeitsmenge,

e: Abstand des Kérperschwerpunkts Sk vom Schwerpunkt Sg
der verdréngten Fliissigkeitsmenge.

Druck einer Fliissigkeit auf ebene Flidchen: Die resultierende
Kraft F' einer Fliissigkeit auf eine ebene Fliche A ist gleich dem Pro-
dukt aus dem Druck pg im Flichenschwerpunkt S und der Fléche:

F=p,A=pgz A




4 Hydromechanik

Die Wirkungslinie von F' geht durch den Druckmittelpunkt D:
tp =—lay/Se, yYp =1c/Se =ys + Ies/(ysA).

I, Iy Flichentragheitsmomente bzgl. des z, y-Koordinatensystems,
Sz: statisches Moment bzgl. der z-Achse,
I.4: Flachentragheitsmoment bzgl. einer zur z-Achse parallelen
Achse durch den Schwerpunkt S der Fliche,
Ys: Abstand des Schwerpunkts S von der z-Achse.

Druck einer Fliissigkeit auf gekriimmte Flidchen: Die Vertikal-
komponente Fy der resultierenden Kraft einer Fliissigkeit auf eine ge-
kriitmmte Fléche ist gleich dem Gewicht der Fliissigkeit, die sich ober-
halb der Fldche befindet:

Fyv = pgV.

Thre Wirkungslinie geht durch den Schwerpunkt des Fliissigkeitsvolu-
mens V.

dA
~ =y 7

TTTTTTTIT T 77777777

Die Horizontalkomponente Fp ist das Produkt aus der projizierten
Fliche A* und dem Druck pg, im Schwerpunkt S* dieser Fliche:

FH ZPS*A*.

Sie stimmt mit der Kraft iiberein, die von der Fliissigkeit auf die verti-
kale ebene Fliche A* ausgeiibt wird. Diese Aussagen gelten sinngeméif
auch dann, wenn sich eine Fliissigkeit unterhalb einer gekriimmten
Flache befindet.
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Hydrodynamik

Kinematik

Das Geschwindigkeitsfeld v(x, t) beschreibt die Bewegung einer Fliissig-
keit: jedem Ort @ in der Fliissigkeit wird eine Geschwindigkeit v zur
Zeit t zugewiesen. Das Geschwindigkeitsfeld ist stationér fiir dv /9t = 0,
ansonsten instationér.

Bahnlinie: Kurve der Bahn, die ein Fliissigkeitsteilchen im Laufe der
Zeit zuriicklegt. Die Bahnlinie x(t) ergibt sich aus der Differentialglei-
chung

Stromlinien: Kurvenschar, deren Tangentenrichtung in jedem Raum-
punkt & mit der Richtung des ortlichen Geschwindigkeitsvektors iiber-
einstimmt. Das Stromlinienfeld ergibt sich aus der Differentialgleichung

wobei s die Bogenlinge einer Stromlinie ist. Bei stationdren Stromun-
gen fallen die Bahn- und die Stromlinien zusammen.

Stromfadentheorie

Bei der stationdren Stromung einer idealen Fliissigkeit in einer Strom-
rohre hingen die Geschwindigkeit und der Druck nur von der Bo-
genldnge s entlang der Leitstromlinie ab:

DN
Leitstromlinie

Stromrohre

Kontinuitédtsgleichung: Das pro Zeiteinheit durch einen beliebigen
festen Querschnitt stromende Fliissigkeitsvolumen (Volumenstrom: @ =
Aw) ist konstant:
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Av = const,

d.h. A

Ai1vy = Asvs. Leitstromlinie

Bernoullische Gleichung: a) Fiir reibungsfreie Fliissigkeiten (Stréomun-
gen ohne Energieverluste) gilt

pv? /2 + p + pgz = const,
bzw.

UQ/(QQ) +p/(pg) + z = H = const.

Staudruck (dyn. Druck): pv?/2, Geschwindigkeitshohe: v?/(2g),

statischer Druck: p, Druckhéhe: p/(pg),
geodatischer Druck: pgz, Ortshohe: z,
Gesamtdruck: pv?/2 + p, hydraulische Hohe: H.

Anwendung: Ausfluss aus einem groflen Behilter. Torricellische Aus-
flussformel:

As Po

@ _
‘ vs=0 l
p \ h
v = +\/2gh. \
V29 9 en
Leitstromlinig e &8
(@ v

S i A T,

b) Fiir reibungsbehaftete Fliissigkeiten (Stréomungen mit Energiever-
lusten) gilt die verallgemeinerte Bernoullische Gleichung
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pvi/2 4 p1 + pgz1 = pv3 /2 + p2 + pgza + Apy.

Druckverlust: Ap,, Druckverlustzahl: { = Af v
pv3 /2
Beispiel: Carnotscher Stoflverlust
moo0 505 J | f
\ > J O S ‘ !
l v | | U2 1
‘ —_—| — ‘
p bab \ ‘
R \ !
= R >,>\,>\, S i m |

2
_ P 2 _Al
Ap, = Vi <1 A2> .

Impulssatz: Die resultierende Kraft auf eine abgeschlossene Fliissig-
keitsmenge ist gleich der Differenz des pro Zeiteinheit aus dem entspre-
chenden Kontrollvolumen ausflieBenden Impulses und des einflielenden
Impulses:

FZTh(Ug —’U1).

Massenstrom: m = pAv =pQ,
ausflieBender Impulsstrom: mwva2,

einflieBender Impulsstrom: 7w;.
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Aufgabe 1.1 Zwei Behilter, die jeweils mit einem Gas der Dichte p1
gefiillt sind, werden durch ein Manometer verbunden. Die Dichte der
Manometerfliissigkeit ist p2. Wenn die Driicke in den Behéltern {iberein-
stimmen (ps = pp), befinden sich die Trennflichen zwischen den Gasen
und der Fliissigkeit in der Hohe @. Bei Uberdruck Ap = pa —pp > 0 im
linken Behilter senkt sich die Fliissigkeit im Manometergefafi um die
Hohe Az, im Rohr steigt sie um die Strecke Al.

Man bestimme den Uberdruck Ap als Funktion von Al.

Lésung Wir sehen die Dichten in den Gasen als konstant an. Dann
konnen wir die Gase wie Fliissigkeiten behandeln. Die Driicke in den
Trennflichen im Gefdfl (Héhe @), bzw. im Steigrohr (Hoéhe @) sind
somit nach der hydrostatischen Druckgleichung durch

P1=patprg(H+Az) bzw. pz=ps+pigh

gegeben. Der Druck im Rohr in der Hohe @ stimmt mit dem Druck in
der Trennfliche im Gefaf iiberein:

p1 =p2+ p29 (Alsina + Az)
— patprg(H+Az)=py+pigh+p2g(Alsina+ Az).
Fiir das Volumen V der aus dem Gefif} in das Rohr verdriangten Fliissig-
keit gilt
— Al

Al.
Azl

V =AAz = ,Al Alsina — Az
sin av
Mit H — h = Alsin « folgt
Ap =pos —py = Al g (p2 — p1)(A1/A2 + sin ).
Die Bestimmung eines kleinen Druckunterschieds Ap wird umso ge-

nauer, je grofler Al ist. Daher sollten z. B. bei gegebenen Dichten der
Winkel o und das Fliachenverhéltnis A1/A2 moglichst klein sein.



