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Vorwort der Autoren

Statistische Methoden sind heute in vielen Bereichen zu einem unentbehrlichen Hilfsmit-
tel geworden. Naturwissenschaftler, Ingenieure, Psychologen, Soziologen, Wirtschafts-
wissenschaftler u.v.a. wenden statistische Methoden in Wissenschaft und Praxis an. Eine
Grundausbildung umfasst in der Regel die Gebiete Beschreibende Statistik, Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Schliefende Statistik. Uber gewisse Vorkenntnisse aus der Be-
schreibenden Statistik sollten Leserinnen und Leser verfiigen.

Das vorliegende Buch beschrinkt sich bewusst auf Sach- und Lehrinhalte, deren Vermitt-
lung im Rahmen einer Grundausbildung ohne weiteres moglich ist. Lernziele, viele Bei-
spiele, Aufgaben und Kontrollfragen einschlieSlich deren Losungen sowie ein Glossar der
wichtigsten Inhalte und Begriffe sollen den Lernprozess unterstiitzen.

Das Buch wendet sich an Studierende von Fachhochschulen, Gesamthochschulen und
Universititen, aber auch an Praktiker, die in ihrer beruflichen Titigkeit Einsatzmoglich-
keiten fiir statistische Methoden sehen.

Dortmund/Darmstadt, Mai 1980 Walter Diirr  Horst Mayer

Vorwort zur 8. Auflage

Das Buch wurde auch fiir die 8. Auflage kritisch durchgesehen, Hinweise von Lesern und
Studierenden sind von den Autoren dankbar aufgegriffen worden. Fiir die satztechnische
Unterstiitzung und seine sachkundigen Beitrage sind die Autoren Herrn Dipl.-Betriebs-
wirt Markus Hinners zu besonderem Dank verpflichtet.

Das Buch bewiahrt sich nunmebhr seit vielen Jahren in der Lehrpraxis, konzeptionelle und
inhaltliche Anderungen wurden daher nicht vorgenommen. Auch moderne Systeme zur
Datenanalyse und Statistik sowie Managementkonzepte, die man hiufig mit Begriffen wie
DATA MINING und DATA WAREHOUSE sowie RISIKOMANAGEMENT und RISI-
KOCONTROLLING verbindet, enthalten immer auch Elemente der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Statistik wie hier dargestellt.

Dortmund/Darmstadt, April 2017 Walter Dirr - Horst Mayer
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2 Grundbegriffe

2.1 Lernziele

Wenn Sie dieses Kapitel durchgearbeitet haben, sollten Sie

— die Begriffe subjektive, mathematische und statistische Wahrscheinlichkeit sowie
die Verwendung des Wahrscheinlichkeitsbegriffs in der Umgangssprache gegenein-
ander abgrenzen und Beispiele aus Threm Erfahrungsbereich angeben kénnen;

— die Eigenschaffen eines Zufallsexperiments kennen und Beispiele fiir Zufallsexpe-
rimente aus [hrem Erfahrungsbereich angeben konnen;

— die Begriffe Ergebnismenge, Elementarereignis, Ereignis und die daraus abgeleite-
ten Begriffe definieren und anwenden konnen;

— die Erfahrungstatsache der Stabilisierung der relativen Haufigkeiten interpretieren
und experimentell nachpriifen kénnen;

— die Axiome der Wahrscheinlichkeitstheorie und die einfachen Folgerungen aus den
Axiomen kennen;

— beurteilen konnen, ob es sich bei einem konkreten Zufallsexperiment um ein
Laplace-Experiment handelt, und die Berechnungsformel fiir Wahrscheinlichkeiten
bei Laplace-Experimenten anwenden konnen;

— die Begriffe "bedingte Wahrscheinlichkeit" und "stochastische Unabhangigkeit"
definieren und die entsprechenden Formeln anwenden kénnen;

— die Produktformel verstehen und anwenden konnen.

2.2 Subjektive, mathematische und statistische
Wahrscheinlichkeit

In der Umgangssprache werden die Begriffe '"Wahrscheinlichkeit" und "wahr-
scheinlich" sehr hdufig angewendet, um Aussagen tiber Sachverhalte zu machen, iiber
die man sich nicht sicher ist. So findet man in der Umgangssprache Sitze folgender
Art:

1. Wahrscheinlich ist Klaus gliicklich verheiratet.
2. Wahrscheinlich gewinnt Borussia Dortmund ihr nidchstes Heimspiel.
3. Wahrscheinlich bestehe ich die ndchste Klausur in Statistik.

Eine inhaltliche Prézisierung des Begriffs "Wahrscheinlichkeit" aufgrund solcher For-
mulierungen und eine zahlenmdBige Quantifizierung der Wahrscheinlichkeit ist viel-
fach nicht moglich. Wahrscheinlichkeitsaussagen im umgangssprachlichen Sinn sind
nicht Gegenstand der Wahrscheinlichkeitstheorie und sie werden daher im Folgenden
nicht weiter betrachtet.
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In den folgenden Sitzen hat der Wahrscheinlichkeitsbegriff schon einen konkreteren
Inhalt:

1. Die Geschiftsleitung schitzt die Wahrscheinlichkeit fiir eine Umsatzerh6hung im
laufenden Jahr gegeniiber dem Vorjahr auf 90% ein.

2. Die Wahrscheinlichkeit, eine Sechs zu wiirfeln, betragt 1/6.

3. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Zwillingsgeburt betrdgt 1/82.

Zu 1.

Bei Wahrscheinlichkeitsaussagen dieser Art handelt es sich um subjektive Wahr-
scheinlichkeiten. Das Wort "wahrscheinlich” bringt hier eine subjektive Einschétzung
zum Ausdruck, die nicht bzw. nicht ausschlieBlich mit Methoden der Wahrscheinlich-
keitstheorie oder der SchlieBenden Statistik belegt wird. Auch Wahrscheinlichkeitsaus-
sagen dieser Art sind vielfach nicht Gegenstand der Wahrscheinlichkeitstheorie.

Zu?2.:

Diese Aussage griindet sich auf die Symmetrieeigenschaft des Wiirfels und der daraus
folgenden Gleichwahrscheinlichkeit der verschiedenen Augenzahlen. Die Wahrschein-
lichkeiten sind mathematisch berechenbar und man spricht daher von mathematischer
Wahrscheinlichkeit.

Zu3.:

Der angegebene Wert fiir die Wahrscheinlichkeit ist eine Schitzung, die das Ergebnis
der Auswertung von umfangreichem Beobachtungsmaterial ist und eine Néherung fuir
den unbekannten wahren Wert darstellt. Hier liegt ein Beispiel einer statistischen
Wahrscheinlichkeit vor. Der analoge Begriff aus der Beschreibenden Statistik ist
"relative Haufigkeit". Diese grundlegende Analogie geht in viele der nachfolgenden
Ausfithrungen ein. Es sei verwiesen auf die Kapitel 2.5, 2.6 und 10 und hier insbeson-
dere 10.3.2.

Insbesondere Aussagen, in denen mathematische oder statistische Wahrscheinlichkei-
ten Verwendung finden, sind Gegenstand der Wahrscheinlichkeitstheorie und Schlie-
Benden Statistik. Hierbei handelt es sich um Wahrscheinlichkeiten, die von allen Men-
schen bei gleicher Kenntnislage gleich hoch eingeschitzt werden. Mathematische und
statistische Wahrscheinlichkeiten nennt man auch objektive Wahrscheinlichkeiten.
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2.3 Zufallsexperimente

Das Werfen eines Wiirfels kann man als Beispiel einer Klasse von Experimenten anse-
hen, die man Zufallsexperimente nennt. Der Begriff "Wahrscheinlichkeit" wird im
Folgenden stets im Zusammenhang mit Zufallsexperimenten verwendet.

Definition 2.1
Ein Experiment heifit Zufallsexperiment, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

1. Das Experiment wird nach einer genau festgelegten Vorschrift durchgefiihrt.

2. Das Experiment kann unter den gleichen Bedingungen beliebig oft wiederholt
werden.

3. Es sind mehrere Ergebnisse des Experiments moglich. Samtliche {iberhaupt
moglichen Ergebnisse des Experiments koénnen vor Durchfiihrung des Experi-
ments angegeben oder zumindest abgeschitzt werden.

4. Es kann nicht mit Sicherheit angegeben werden, welches Ergebnis sich bei
Durchfithrung des Zufallsexperiments einstellen wird (das Ergebnis hdngt vom
Zufall ab).

Besonders anschauliche Beispiele fiir Zufallsexperimente findet man im Bereich der
Gliicksspiele (z. B. Lotto, Skat, Roulette). Aber auch in vielen anderen Lebensberei-
chen lassen sich Beispiele fiir zufallsabhdngige Vorgénge finden, die zumindest néhe-
rungsweise als Zufallsexperimente beschrieben werden konnen.

Beispiel 2.1
Beispiele fur Zufallsexperimente sind:

— Das Werfen einer Minze.

— Das Werfen eines Wiirfels.

— Die zufallige Entnahme einer Gluhbirne aus einer Produktion und die Ermittlung der
Brenndauer.

— Die Behandlung eines zuféllig ausgewahlten Patienten mit einem neuen Medikament
und die Feststellung des Heilerfolges.

— Die Gewinnung einer Zufallsstichprobe (Random-Auswahl), z. B. in Markt- und Wahl-
forschung.

Im Gegensatz zu den Zufallsexperimenten stehen determinierte Experimente in den
Naturwissenschaften. Bei diesen Experimenten sind die Versuchsausgidnge (theore-
tisch) reproduzierbar, d. h. unter denselben Versuchsbedingungen stellt sich stets das-
selbe Versuchsergebnis ein.

Obwohl das Ergebnis eines Zufallsexperiments vom Zufall abhéngt, zeigen sich bei
haufiger Wiederholung des Experiments gewisse GesetzméaBigkeiten, die sich mit Hilfe
der Wahrscheinlichkeitstheorie beschreiben lassen.
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24 Ergebnismenge und Ereignisse

Ausgehend von dem Begriff des Zufallsexperiments wird nun schrittweise das Denk-
modell der Wahrscheinlichkeitstheorie entwickelt. Dabei erweist es sich als zweckma-
Big, die Symbolik und Sprechweise der Mengenlehre zu benutzen.

Definition 2.2

~ Die einzelnen sich gegenseitig ausschlieBenden Moglichkeiten fiir den Ausgang ei-
nes Zufallsexperiments heiflen Ergebnisse oder Elementarereignisse.

Beispiel 2.2

Beispiele fur Ergebnisse und Elementarereignisse sind:

1. Beim Werfen eines Wiurfels erhdlt man die Ergebnisse bzw. Elementarereignisse
1,2,3 4,5 6.

2. Beim Werfen einer Miinze erhélt man die Ergebnisse bzw. Elementarereignisse Wap-
pen und Zahl.

Definition 2.3

Die Gesamtheit aller Ergebnisse bzw. Elementarereignisse eines Zufallsexperiments
fasst man zur Ergebnismenge M des Zufallsexperiments zusammen.

In der Ergebnismenge M muss zu jedem Versuchsergebnis, das in der Realitdt vor-
kommen kann, ein zugeordnetes Element vorhanden sein. Umgekehrt verlangt man
jedoch nicht, dass auch jedem Element der Ergebnismenge ein Versuchsergebnis ent-
spricht.

Beispiel 2.3
Beispiele fur Ergebnismengen sind:

1. FUr das Zufallsexperiment Werfen eines Wiirfels erhdlt man die Ergebnismenge
M={1,2,3,4,5,6}.

2. Fur das Zufallsexperiment Werfen einer Minze erhalt man die Ergebnismenge
M = {Wappen, Zahl}.

3. Fir das Zufallsexperiment Werfen mit zwei Wiirfeln, wobei die Wurfel unterschieden
werden, erhalt man die Ergebnismenge
M={1,1),(1,2),..,(1,6),(2,1), (2, 2), ..., (2, 6), ..., (6, 6)}.
Diese Ergebnismenge hat 36 Elemente.
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4. Fur das Zufallsexperiment Werfen mit zwei Wiirfeln, wobei die Wiurfel nicht unter-
schieden werden, erhélt man die Ergebnismenge
M={(1,1), (1,2), ..., (1,6), (2,2), (2,3), ..., (2,6), ..., (6,6)}.
Diese Ergebnismenge hat 21 Elemente.

5. Fur das Zufallsexperiment pro Sekunde emittierte a-Teilchen einer radioaktiven Sub-
stanz erhalt man die Ergebnismenge M ={0, 1, 2, 3, ...}.

6. Fir das Zufallsexperiment Messen der Lebensdauer einer der Produktion zuféllig
entnommenen Gliihbirne erhalt man die Ergebnismenge M = {t [t> 0}.

Bei der Betrachtung von Zufallsexperimenten wird man sich nicht nur fiir Elementarer-
eignisse interessieren, sondern auch fiir Zusammenfassungen von Elementarereignis-
sen, die mengentheoretisch Teilmengen der Ergebnismenge M sind.

. Definition 2.4

Eine Teilmenge A der Ergebnismenge M heiflt Ereignis. Man sagt, ""das Ereignis A
ist eingetreten', wenn das Ergebnis a des Zufallsexperiments ein Element von A
ist. Kurz: a € A heil3t, "das Ereignis A ist eingetreten".

Beispiel 2.4

1. Beim Zufallsexperiment Werfen eines Wiirfels mit der Ergebnismenge
M={1, 2, 3, 4, 5, 6} bilden die Teilmengen A = {2, 4, 6} und B = {1, 3, 5} die Ereig-
nisse gerade Augenzahl und ungerade Augenzahl.

2. Beim Zufallsexperiment Werfen mit zwei Wiirfeln, wobei die Wirfel unterschieden
werden, mit der Ergebnismenge
M={(1,1), (1,2), ..., (1,6), (2,1), (2,2), ..., (2,6), ..., (6,6)} bildet die Teilmenge
A ={(4,6), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6)} das Ereignis Augensumme > 10.

3. Beim Zufallsexperiment Messen der Lebensdauer einer der Produktion zuféllig ent-
nommenen Glihbirne mit der Ergebnismenge M = {t|t > 0} bildet die Teilmenge
A={tlt> 100} das Ereignis Brenndauer mindestens 100 Zeiteinheiten.

Anmerkung:

Die Ergebnisse bzw. Elementarereignisse eines Zufallsexperiments entsprechen sowohl
den Elementen als auch den einelementigen Teilmengen der Ergebnismenge M des
Zufallsexperiments, d. h. a € M und {a} < M sind beides zuldssige Schreibweisen fiir
ein Ergebnis bzw. Elementarereignis des Zufallsexperiments.

Neben den Elementarereignissen gibt es noch das sichere Ereignis und das unmaogli-
che Ereignis als besondere Ereignisse.
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Definition 2.5

Die Menge M ist als Teilmenge von M auch ein Ereignis; ndmlich das sichere
Ereignis, das immer eintritt.

Die leere Menge & ist als Teilmenge von M auch ein Ereignis; ndmlich das
unmégliche Ereignis, das niemals eintritt.

Die Beziehungen, die zwischen Mengen bestehen kénnen, und die Verkntipfungen von
Mengen lassen sich auf Ereignisse {ibertragen.

Definition 2.6

1. Das Ereignis AcM, das genau dann eintritt, wenn A — M nicht eintritt, heilt
das zu A komplementire Ereignis.

2. Man bezeichnet die folgenden Ereignisse als zusammengesetzte Ereignisse:

a) A N B, das genau dann eintritt, wenn sowohl A als auch B eintreten.
b) A U B, das genau dann eintritt, wenn A oder B (oder beide zugleich) eintre-
ten.

3. Zwei Ereignisse A und B heiflen unvertriglich , wenn sie nicht beide zugleich
eintreten kénnen,d.h. AN B=0

4. Die Differenz A\B der Ereignisse A und B tritt genau dann ein, wenn A aber
nicht B eintritt.

Ahnlich wie in der Mengenlehre lassen sich die Beziehungen zwischen Ereignissen und
Verkniipfungen von Ereignissen mit Hilfe von VENN-Diagrammen veranschaulichen.

1. Ergebnismenge M = Gesamtheit
aller Ergebnisse des Zufalls-
experiments.

2. Ereignis A oder B = AUB,
d.h. A oder B tritt ein
oder beide Ereignisse treten
gleichzeitig ein.
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3. Ereignis A und B=ANB,
d.h. A und B treten
gleichzeitig ein.

4. AcB, d.h. das Eintreten

von A hat das Eintreten
von B zur Folge. B @

5. Sichere Ereignis McM,
d.h. M tritt immer ein.

6. Unmogliches Ereignis &,
d.h. O tritt niemals ein.

7. Ereignis nicht A =A ,
d.h. A tritt genau dann ein,
wenn A nicht eintritt.

8. AnNB=U,d. h. Aund B
konnen nicht gleichzeitig
eintreten (A und B sind
unvertriglich).

9. Differenz der Ereignisse
Aund B=A\B,d.h. A
tritt ein, aber B tritt nicht ein.
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Beispiel 2.5

Man betrachtet das Zufallsexperiment Werfen eines Wirfels mit der Ergebnismenge
M={1, 2, 3,4,5,6} und den Ereignissen A={2,4,6},B={1,3,5}, C={3,6}, D={1}.
Dann gilt:

—_

. D ist ein Elementarereignis.

2. B= A ist das Ereignis nicht A.

3. AnC = {6} ist das Ereignis A und C.

4. AuC={2, 3, 4,6} ist das Ereignis A oder C.

5. AnD=¢, d.h. Aund D sind unvertragliche Ereignisse.
6. A\C = {2, 4} ist die Differenz von A und C.

7. DcB, d. h. D hat das Eintreten von B zur Folge.

8. AuB = M ist das sichere Ereignis.

Beispiel 2.6

Man betrachte das Zufallsexperiment Messen der Geschwindigkeit x in km/h bei Autos.
Von Interesse seien die Ereignisse

A={x|0<x<110} und B = {x | x> 80}.
Als Messergebnisse seien aufgetreten:

x4 =50, xo = 115, x3 = 95.
Dann gilt:
x4: Das Ereignis A ist eingetreten.

x2: Das Ereignis B ist eingetreten. Das Ereignis A ist nicht eingetreten, d. h. das Ereignis
A ist eingetreten.

X3: Beide Ereignisse (A und B) sind eingetreten, d. h. es ist das zusammengesetzte Er-
eignis AN B = { x |80 < x < 110} eingetreten.
Beispiel 2.7

Beim Roulettspielen setzt ein Spieler auf gerade und oberes Dirittel. Die entsprechenden
Ereignisse sind dann

A={2,4,6,..36} und B={1,2,3,..,12}.

Der Spieler hofft darauf, dass das Ereignis A oder das Ereignis B eintritt, d. h. er ist inte-
ressiert an dem zusammengesetzten Ereignis

AuB={1,23,..,12,14,16, .., 36}.



26 Grundbegriffe

Im folgenden Schema sind die Begriffe dieses Abschnitts zusammengefasst:

Mengenlehre |Interpretation
M Ergebnismenge
aeM Ergebnis, Elementarereignis
AcM Ereignis
AUB Ereignis A oder B
ANB Ereignis 4 und B
AnNnB=yJ Unvertragliche Ereignisse
A\B Differenz der Ereignisse A und B
A=M\A Ereignis nicht A
AcB Ereignis A hat Ereignis B zur Folge
McM Sicheres Ereignis
dcM Unmogliches Ereignis

Abbildung 2.1 Zusammenfassung der Begriffe des Abschnitts 2.4

25 Stabilisierung der relativen Hiufigkeiten

Nach Einfiihrung der Begriffe "Ergebnismenge" und "Ereignis" besteht ein weiterer
Denkschritt darin, den Ereignissen Zahlen zuzuordnen, die ein Mal} dafiir sein sollen,
wie sehr mit dem Eintreten des Ereignisses zu rechnen ist. Das fiihrt zunéchst auf die
Begriffe absolute und relative Haufigkeit eines Ereignisses.

. Definition 2.7

~ Ein Zufallsexperiment mit der Ergebnismenge M und den Ereignissen A und B wer-
de n-mal durchgefiihrt und zwar so, dass die Versuchsausgdnge vorangehender
Durchfiithrungen keinen Einfluss auf die nachfolgenden Durchfiihrungen haben. Da-
bei sei das Ereignis A n(A)-mal und das Ereignis B n(B)-mal eingetreten. Dann
heiBen n(A) bzw. n(B) die absolute Hiufigkeit und h,(A) = n(A)/n bzw.
h,(B) = n(B)/n die relative Haufigkeit von A bzw. B bei n Durchfiihrungen.

Satz 2.1

Fir die absoluten bzw. relativen Haufigkeiten gelten folgende Beziehungen:
1.0<n(A) bzw. 0<hq(A)

2. n(M)=n bzw. h,(M)=1

3. n(AuB)=n(A)+n(B), bzw. h,(AuB)=h,(A)+ h,(B),
falls AnNB =& falls AnB =&
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