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Grundlagen

In diesem Kapitel wiederholen wir kurz stochastische Methoden, die im weiteren Verlauf des
Buches benotigt werden. Wir gehen zunéchst auf die einfache Regression ein. Das Bestimmit-
heitsmayfs, das an dieser Stelle behandelt wird, dient spédter im Rahmen des Ein-Faktor-Modells
dazu, die Abhingigkeit eines Wertpapiers von der Marktentwicklung zu quantifizieren. Bereits
im folgenden Kapitel benotigen wir dann einige Elemente der danach behandelten mehrdi-
mensionalen Zufallsvariablen.

B 3.1 Das einfache Regressionsmodell

Im einfachen Regressionsmodell soll eine metrische Grée Y durch eine Einflussgrof3e X erklért
werden. Wir betrachten ein Beispiel.

Beispiel 3.1
Fiir die Aktie der Miinchner Riick und und fiir den DAX-Index liegen die folgenden Ren-
diten vor:
| [MinchnerR. | DAX |
Januar 2015 0,0021 —-0,0200
Februar 2015 0,0981 0,1089
Marz 2015 0,0266 0,0538
April 2015 0,0865 0,0518
Mai 2015 —-0,1293 —-0,0318
Juni 2015 —0,0464 -0,0158
Juli 2015 —0,0360 -0,0223
August 2015 0,0432 0,0235
September 2015 —0,0361 —-0,1248
Oktober 2015 0,0143 -0,0506

November 2015 0,1060 0,1516
Dezember 2015 0,0394 0,0284

Die monatlichen Renditen der Miincher Riick-Aktie Rysg und die entsprechenden Ren-
diten des DAX-Index Rp ax bereinigen wir um einen risikolosen Zins R,;. Wir bilden

Y =Rymr— Ry
und

X =Rpax—Ryj.
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Zur Zeit der Entstehung dieses Beispiels nehmen wir R,; = 0 an und erhalten also fiir die
Auspriagungen der Merkmale Y, X direkt die oben gegebenen Renditen. Die Wertepaare
(i, x;) sind in Bild 3.1 veranschaulicht.

0,2 1
0,15+
0,1 1 o ©
0,05- ®

0 A [e]
-0,057
-0,1-

-0,154

_0?2 T T T T T T T T X
-0,2-0,15-0,1-0,05 -0 0,05 0,1 0,15 0,2

Bild 3.1 Renditen Minchner Rick gegen Renditen DAX

Spéter erkldren wir die Variable Y durch die Variable X in Form einer linearen Funktion,
entsprechend einer Geraden. Eine mogliche Gerade findet sich in Bild 3.2.
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Bild 3.2 Regressionsgerade
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3.1.1 KQ-Schatzer

Es soll nun allgemein der Frage nachgegangen werden, wie eine abhdngige GrifSe Y durch eine
unabhdingige Grifse X erklart werden kann. Eine Gerade ist durch die Gleichung

V=a+bx

gegeben. Der ,Hut“ (") iiber dem Y bezeichnet einfach gesagt einen Schitzwert. In unserem
Zusammenhang nennen wir die Gerade Regressionsgerade. Es entspricht a dem sogenannten
Achsenabschnitt, der Wert fiir den die Gerade die y-Achse schneidet. b entspricht der Steigung.
Die einzelnen Werte y; liegen nicht exakt auf der Geraden. Den Wert zu x; auf der Geraden
bezeichnen wir mit y;. Er wird durch die Gerade erklért:

J7i =a+ bxi
Eine Veranschaulichung fiir eine Beobachtung i liefert Bild 3.3.

y

Vi

X

Bild 3.3 beobachteter Wert y;, erklarter Wert y;

Den Abstand zwischen dem beobachteten Wert y; und dem erklédrten Wert y; wird als Residu-
um oder Fehler (u;) bezeichnet:

uip=yi=Yyi-
y
Vi
u;i
Vi

Bild 3.4 Residuum
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Eine geschitzte Regressionsgerade, entsprechend einem geschétzten Achsenabschnitt @ und
einer geschétzten Steigung b, kann nun durch die Methode der kleinen Quadrate gewonnen
werden. Diese bestimmt d und b so, dass die Summe der quadrierten Fehler

Y i* =Y (yi - (a+bx))*
i i

minimal wird. Minimieren der Fehlerquadratsumme liefert die Lésungen:

. Oy
b=—
Ux

und
a=y+bx

mit oxy =3 XL, (4 - 0)(yi - 7) und 0% = 3 XL, (6 = )%,

Beispiel 3.2

Fiir die Daten aus Beispiel 3.1
0,0021 —0,0200
0,0981 0,1089

errechnet sich:

x=0,0127 y=0,0140

2 1 2 2
0% = 75 ((-0,02-0,0127)? +(0,1089-0,0127)% + )

=0,0050

1
Oxy= 2 ((=0,02-0,0127)(0,0021 - 0,014) + (0,1089-0,0127)(0,0981 - 0,014) +---)

=0,0035.

Daraus ergibt sich

4=0,0140-0,7-0,0127 =0,005.
Dies entspricht dem geschétzten Zusammenhang:

¥i=0,005+0,7-x;.
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Somit ergibt sich fiir den beobachteten Zeitraum fiir die Miinchner Riick eine im
Schnitt 0,005 héhere Monatsrendite. Andert sich der DAX um x, so ist die erklirte Be-
wegung der Miinchner Riick geddmpft. Sie dndert sich dann nur um im Schnitt 0,7 - x.
Oft sind solche Zusammenhénge iiber die Zeit hinweg nicht konstant. Besonders sind
Schitzwerte 4 in dieser Anwendung in der Regel nicht verldsslich.

Die Regressionskoeffizienten werden hédufig auch mit a anstatt @ und g anstatt b be-
zeichnet. In der Finanzwirtschaft werden sie in dieser Anwendung auch mit a-Faktor
und B-Faktor bezeichnet. Die Idee stammt aus einem umfangreicheren Modell, das mit
o6konomischen Annahmen ausgestattet ist und Capital-Asset-Pricing-Modell (CAPM)
genannt wird. Das CAPM wurde von den Wissenschaftlern William E Sharpe, John
Lintner und Jan Mossin unabhéngig voneinander entwickelt. [ ]

3.1.2 BestimmtheitsmaB

In der Anwendung ist es oft von Interesse, wie gut ein Regressionsmodell die gegebenen Da-
ten erklart. Aufschluss dartiber liefert die Streuungszerlegung. Es kann gezeigt werden, dass
die Streuung der beobachteten Werte (y) in die Streuung der Werte, die durch die Regression
erklart werden kénnen () und in die Streuung der Fehler (1) zerlegt werden kann. Eher uniib-
lich fiir diese Anwendung bezeichnen wir hier die Streuungen der Einfachheit halber mit der
Varianz (anstatt der Quadratsumme):

Var(y)=Var() +Var(@).

Aus der Streuungszerlegung kann das sogenannte Bestimmtheitsmafs abgeleitet werden. Es
entspricht dem Anteil der Streuung, des Merkmals Y, der durch die Regression erklart werden

kann:

- Var(y)

"~ Var(y)'

Weiter kann das Bestimmtheitsmal§ durch

oder

B Var(it)
Var(y)

R*=1

R?= rfcy (rxy bez. den Korrelationskoeffizienten)

berechnet werden. Das Bestimmtheitsmall nimmt Werte zwischen null und eins an. Hohe
Werte sprechen dafiir, dass die abhingige Variable gut durch die Einflussgroe erklart wer-
den kann. Fiir R? = 1 liegen samtliche Beobachtungen auf der geschitzten Regressionsgerade.
Fiir R? = 0 sind die Wertepaare (x;, y;) unkorreliert.
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Beispiel 3.3

Zunichst berechnen wir fiir das Beispiel 3.2 zu den gegebenen Beobachtungswerten x;
die nach der geschétzten Regression prognostizierten Werte y, indem wir die Werte x;
in die Regressionsgleichung einsetzen. Die geschétzten Residuen # entsprechen dann
der Differenz zwischen den beobachteten Werten y; und den prognostizierten. Fiir die
ersten Werte ergibt sich exemplarisch:

¥1=0,005+0,7-(-0,02) = —0,0088

und

¥2=0,005+0,7-0,1089=0,0813.

Die ersten geschitzten Fehler ergeben dann entsprechend:
1 = 0,0021 - (-0,0088) = 0,0109

und

Ui, =0,0981 -0,0813=0,01681.

Weiter berechnen wir die Streuungen der Werte y;, der Werte y; und der ;.

1
Var(y)= 1 ((0,0021 - 0,014) + (0,0981 — 0,014)* +---)

=0,0043,
1
Var() = 1 ((~0,0088 — 0,014)% + (0,0813 - 0,014)* +---)
=0,0024,
und

N 2 2
Var(u):ﬁ(0,0IOE) +0,01681° +---)

=0,0019.

Hier wurde beriicksichtigt, dass stets ¥ = y und % = 0 gilt. Aus den Streuungen berech-
net sich fiir das Bestimmtheitsmal}

0,0019

R 0,0024
0,0043 ) °

~0,0043

=0,57 (alternativ R*P=1-

Ebenfalls ergibt sich R? aus

2 _( 0,0035 )2_
¥~ 1,/0,005-0,0043)
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