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Dieses Buch geistert schon eine Weile in meinem Kopf herum.
Seit Giber funf Jahren schreibe ich bei SPIEGEL ONLINE in
meiner Numerator-Kolumne regelmiflig iber Mathematik.
Meist geht es darin um Geschichten aus der modernen Wis-
senschaft, zum Beispiel um die Frage, wie Google die Treffer-
liste einer Suchanfrage berechnet. Mit einem System aus Mil-
liarden Gleichungen. Es geht auch um Alltigliches wie den
Trick, der die Zeit in der Warteschlange des Supermarkts ver-
kiirzen kann.

Ich weif$ aus den Klickstatistiken, dass sich viele Menschen
fir Mathematik interessieren. Die meisten Texte werden
mehr als 100.000 Mal aufgerufen. Ich weif8 aber auch, dass
das Fach die Menschen in zwei Lasger spaltet wie kein ande-
res. Die einen lieben es, die anderen bekommen Albtraume.
Warum ist das so? Weshalb fragen mich gestandene Journa-
listenkollegen verschamt, wie man mit Prozenten rechnet?
Fehlt ihnen ein Gefiihl fiir Zahlen?

Spontan fielen mir keine schliissigen Antworten darauf ein.
Also begann ich zu recherchieren. Ich habe dabei Dutzende
Biicher und Fachartikel von Mathematikern sowie Didakti-
kern gelesen. Nach und nach haben sich dabei die zentralen
Thesen herauskristallisiert, die Sie in diesem Buch wiederfin-
den.

Es gliedert sich in drei Teile. In den ersten drei Kapiteln
geht es um die Frage, wie viel Mathematik in uns Menschen
steckt. Die Natur gibt uns eine Menge mit — Sie werden stau-
nen! Sie erfahren auch, warum Rechnen eine sehr anspruchs-
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volle, aber zugleich v6llig iiberschitzte Aufgabe fiir unser Ge-
hirn ist.

Im vierten Kapitel geht es um die Frage, wie trotz unse-
rer an sich guten Voraussetzungen Mathephobien entstehen
konnen. Sie ahnen es womdglich, viel hangt vom Lehrer ab,
mit dem man als Kind nun mal zu tun hat. Aber auch El-
tern konnen einiges falsch machen und Heranwachsenden
die durchaus vorhandene Lust auf das Fach austreiben. Ent-
scheidend ist letztlich, Kreativitdt und eigene Wege zuzulas-
sen. Wer als Schiiler vorgeschrieben bekommt, wie er denken
soll, verliert den Spaf} daran.

In den verbleibenden Kapiteln nehme ich Sie dann mit auf
eine spannende Reise in eine Mathematik, wie Sie sie aus der
Schule kaum kennen werden. Mit welchen Tricks 16st man
scheinbar unldsbare Aufgaben? Entdecken Sie die betdrende
Schonheit und Kraft klarer Ideen, wie sie auch Albert Ein-
stein hatte. Erleben Sie die Mathematik als Kunst — und nicht
als kaum durchschaubares Werkzeug zum schematischen Lo-
sen von Aufgaben.

Nicht zuletzt geht es in diesem Buch auch um ein grofles
Missverstandnis, das leider, wie Mediziner sagen, chronisch
geworden ist. Mathematik hat ndmlich herzlich wenig mit
dem zu tun, wofiir viele das Fach halten.

Die gingige Meinung kennen Sie: Mathematik heif3t rech-
nen, Zahlen in Formeln einsetzen, Sachaufgaben 16sen. Dass
Mathematik etwas ganz anderes ist, als stupide Zahlen in For-
meln einzusetzen, die kaum jemand verstanden hat, wissen
selbst viele Mathelehrer nicht. Sie haben das Fach genauso er-
lebt wie viele andere Mathegeschédigte auch. Es gibt Aufga-
ben, es gibt vorgegebene Losungswege — und nur wer alles
richtig einsetzt, kommt am Ende auf die korrekte Losung.

So stecken Lehrer, Schiiler und Eltern in einem Teufels-
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kreis. Erwachsene lehren Kinder das Fiirchten vor dem Fach,
und wenn die Kinder grof sind, machen sie’s genauso. Ein
Teil der Menschen schafft es irgendwie doch, sich den Weg
durch Geometrie und binomische Formeln zu bahnen. Alle
anderen gehoren zu jenen, die es angeblich einfach nicht ka-
pieren.

Umso schlimmer, dass manche Lehrer und Bildungspoliti-
ker die Mathematik dann auch noch als eine Art Scharfrich-
ter betrachten, der intelligente von angeblich weniger intel-
ligenten Kindern trennt. Mathematik zdhlt wie Deutsch zu
den Kernfichern. Wer es kann, hat das Zeug fiir hohere Wei-
hen, aber alle anderen miissen sich gewaltig strecken, damit
sie nicht aussortiert werden. Das deutsche Bildungssystem
macht traditionell ndmlich genau dies. Eine schlechte Mathe-
note kann dazu fithren, dass Schiiler keine Empfehlung fiirs
Gymnasium bekommen oder aber einen miesen Abitur-
durchschnitt haben.

Dass so viele Menschen mit Mathematik grof3e Probleme
haben, gilt nicht etwa als Indiz fiir einen moglicherweise
grottenschlechten Matheunterricht — nein, es wird vielmehr
als Bestatigung dafiir gesehen, dass eben nicht jeder Mathe-
matik kann. Ein folgenschwerer Irrtum!

Je mehr Locher, desto weniger Kase, heif3t dieses Buch. Ja,
Mathematik kann wirklich genauso einfach sein wie die Er-
kenntnis, dass Luft kein Kase ist. Es ist eine Banalitit, aber
selbst kompliziert erscheinende mathematische Probleme
konnen sich als Banalitdt erweisen, wenn man sie nur ge-
schickt anpackt. Spannende Beispiele dafiir finden Sie in den
Kapiteln 5 und 6.

Dass Mathe ganz anders sein kann als in der Schule, wer-
den Sie - so hoffe ich — auch beim Knobeln herausfinden. Sie
finden in diesem Buch ndmlich 40 ausgesucht schone Aufga-
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ben verschiedener Schwierigkeitsgrade, an denen Sie sich aus-
probieren konnen. Manche habe ich mir selbst ausgedacht,
andere habe ich bei der Recherche in Biichern oder dem Auf-
gabenarchiv von Matheolympiaden entdeckt. Die Zahl der
Sterne neben jeder Aufgabe verrit Ihnen, wie anspruchsvoll
diese ist. Ein Stern steht fiir leicht, bei vier Sternen miissen Sie
sicher etwas linger nach der Losung suchen. Geben Sie nicht
zu frith auf und schielen Sie nicht gleich nach den Losungen!
Mit jeder Aufgabe, die Sie allein schaffen, wéchst Ihr Selbst-
vertrauen.

Wie auch immer Sie zur Mathematik stehen - ich bin mir
sicher, dass Sie nach dem Lesen dieses Buches Thre Einstel-
lung dndern werden. Mathematik ist wie Fuf3ball, wie Musik,
wie ein Brettspiel: Es gibt klare Regeln, man kann das Spiel
ganz schematisch betreiben. Wer aber wirklich Spaf3 haben
will, wird kreativ.

Viel Spaf3 beim Lesen, Denken, Knobeln und Entdecken!
Holger Dambeck

lhre Meinung ist gefragt

Haben Sie Hinweise zu diesem Buch, Kritiken oder einen
Fehler entdeckt? Ich freue mich tber Ihre Riickmeldung!
Sie erreichen mich per E-Mail unter
holger_dambeck@spiegel.de

oder iiber die Numerator-Seite
www.spiegel.de/thema/numerator/im Netz.
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Verbliiffend:
Unser Zahlensinn






Schon im Alter weniger Monate konnen Babys einfache Addi-
tionen ausfiihren. Die Z&ahl- und Rechenkiinste kleiner Kinder
verbliiffen, sie sind offenbar angeboren. Woher aber kommt
unser Zahlensinn? Und wie viel Mathematik steckt in jedem
von uns?

Die SesamstrafSe gibt eine Einfithrung in die Mengenlehre: Er-
nie sitzt vor einem Teller mit fiinf Keksen, die Bert gehoren. Er
soll auf sie aufpassen, denn wenn das Kriimelmonster vorbei-
kommt, ist es um die Kekse geschehen. Aber auch Ernie hat
machtigen Appetit auf die siiflen runden Dinger. Schliefllich
nimmt er einen in die Hand und sagt: »Bert wiirde es bestimmt
nicht storen, wenn ich ein bisschen davon abknabbere.«

So nimmt das Unheil seinen Lauf. Ernie knabbert und
knabbert noch ein bisschen mehr - plétzlich ist der Keks
schon halb aufgegessen. Er versucht dann, den Keks wieder
rund zu beiflen. Dummerweise ist er aber lingst viel kleiner
als die anderen. Damit das Malheur nicht auffillt, beschlief3t
Ernie, dass der Keksrest ganz verschwinden muss - im eige-
nen Mund.

Dann kommt Bert. »Ich mochte jetzt meine fiinf Kekse
essen, sagt er und zahlt sie noch einmal durch. »Eins, zwei
drei, vier - Ernie, es sind nur vier.« »Bist du sicher?« »Ja, ganz
sicher.« Ernie ist in der Klemme, aber er hat eine Idee: »Mo-
ment, lass uns die Kekse mal ein bisschen auf dem Teller ver-
schieben.« Er tut es und ordnet die Kekse zu einer Reihe an.
»Jetzt sind es vielleicht wieder fiinf«, meint er.
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Die Keksschiebenummer misslingt natiirlich. Mathemati-
ker nennen dieses Phinomen Mengeninvarianz. Sie meinen
damit, dass es egal ist, wie man Kekse anordnet - ihre Anzahl
andert sich dadurch nicht. Das Erstaunliche ist, dass bereits
Babys dieses Phdnomen kennen. Die kleinen Schreihilse ver-
mitteln zwar nicht unbedingt den Eindruck, als ob sie wiiss-
ten, was Mengen sind, aber ihnen ist klar, dass Ernies Ver-
schiebeaktion nie und nimmer gelingen kann.

Babys konnen Mathe - diese tiberraschende Erkenntnis ist
gerade mal 30 Jahre alt. Denn nach den Theorien des Schwei-
zer Entwicklungspsychologen Jean Piaget (1896-1980) soll-
ten Kinder frithestens ab fiinf Jahren ein Verstandnis fur
Zahlen entwickeln. Beleg dafiir war unter anderem ein Ex-
periment mit sechs Flaschen und sechs Glésern, das sogar
eine gewisse Ahnlichkeit mit der Keksnummer aus der Se-
samstrafle hat.

Die Gléser und Flaschen bildeten je eine Reihe. Beide Rei-
hen waren parallel zueinander angeordnet, der Abstand zwi-
schen zwei Flaschen und zwei Gldsern war gleich. Der Ver-
suchsleiter befragte dann vierjahrige Kinder, ob es mehr
Flaschen oder mehr Glaser seien. Gleich viele, antworteten
alle Kinder. Offensichtlich hatten sie eine Eins-zu-eins-Uber-
einstimmung zwischen den beiden Reihen hergestellt.

Piagets Irrtum

Dann stellte der Erwachsene die Glédser weiter auseinander,
die Glasreihe verlingerte sich dadurch. Die Flaschenreihe
blieb hingegen unangetastet. Auf die Frage, ob es nun mehr
Glaser oder Flaschen seien, antworteten viele Kinder, es gebe
mehr Glaser. Der Zahlensinn ist im Alter von vier noch nicht
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entwickelt, folgerte Piaget. Den Kindern fehle das Konzept
der Mengeninvarianz, weil sie nicht verstiinden, dass sich
eine Anzahl nicht dndere, wenn Objekte verschoben wiirden.

Piaget interessierte sich als Psychologe natiirlich nicht
nur fiir das Zahlenverstindnis, sondern auch fiir Lernpro-
zesse, das Sprachvermégen und die motorischen Fahigkeiten
von Kindern. Seine Arbeiten revolutionierten die Psycholo-
gie, denn sie beruhten auf Experimenten, teils mit seinen ei-
genen Kindern. Doch leider waren manche von ihnen, wie
man heute weif$, mangelhaft durchgefiihrt - und die Schluss-
folgerungen deshalb falsch. Beim Gléserriicken hatte Piaget
nicht berticksichtigt, dass das Gesprich zwischen Versuchs-
leiter und Kind den Ausgang des Versuchs beeinflussen kann.
Denn die Vierjédhrigen glaubten, dass sich die Menge der ver-
schobenen Glidser tatsdchlich verdndert haben musste — wa-
rum hitte der Erwachsene sonst gezielt danach gefragt?

Kaum durchfithrbar erscheinen angesichts dieser Prob-
leme Experimente mit Sduglingen. Kann man tberhaupt
herausfinden, was in dem Kopf eines Babys vor sich geht?
Frischgebackene Eltern scheitern ja regelmiflig daran, das
Geschrei ihres Nachwuchses richtig zu interpretieren. Wie
sollen dann erst Forscher verstehen, was die Kleinen wahr-
nehmen und denken?

Im Jahr 1980 hatte der Psychologe Prentice Starkey eine
Idee. Wenn Babys schon nicht sagen konnen, was sie sehen,
verstehen oder denken, dann kénnte man aber doch zumin-
dest schauen, ob sie sich fiir eine Sache interessieren. Ge-
wohnliches ist langweilig — Uberraschendes, Unerwartetes
und Ungewdhnliches ist spannend, so das Kalkiil des For-
schers. Das miisste sich auch im Verhalten der Kinder zeigen.

Er holte insgesamt 72 verschiedene Sduglinge im Alter von
16 bis 30 Wochen in sein Labor an der University of Philadel-
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phia. Auf einem Bildschirm bekamen die Kinder Punkte zu
sehen. Anfangs waren es immer zwei Punkte, nur ihre Anord-
nung dnderte sich. Starkey lief3 bei jedem Kind stoppen, wie
lange es auf den Monitor mit den zwei Punkten starrte — im
Schnitt zwei Sekunden.

Dann passierte etwas Neues: Beim Wechsel von einem
Bild zum nichsten anderte sich nicht nur die Anordnung der
Punkte, es kam noch ein dritter hinzu. Und das weckte nach-
weisbar die Aufmerksamkeit der Babys. Sie schauten eine
halbe Sekunde linger hin. Die Kinder hatten den Ubergang
von zwei zu drei bemerkt, folgerte Starkey, verfiigten also be-
reits tiber ein elementares Zahlenverstindnis, bevor sie tiber-
haupt eins, zwei, drei sagen konnten.

Schreien und rechnen

Dieser ersten Uberraschung folgten schon bald weitere. 1992
berichtete Karen Wynn im renommierten Wissenschafts-
magazin »Nature« tiber die verbliiffenden Rechenkiinste von
Séuglingen, die man bis dahin kaum fiir moglich gehalten
hatte. Die Psychologin hatte Kinder im Alter von fiinf Mo-
naten vor eine Art Kasperletheater gesetzt. Von der Seite ni-
herten sich nacheinander zwei Puppen und versteckten sich
hinter dem Vorhang. Kurze Zeit danach zog die Forscherin
den Vorhang zur Seite und gab den Blick auf die Puppen frei.

Diesen Versuch wiederholten die Forscher immer wie-
der. Mal befanden sich hinter dem Vorhang, wie zu erwar-
ten, zwei Puppen, doch manchmal auch nur eine. Die Wis-
senschaftlerin hatte bei einem Teil der Experimente namlich
einfach eine Puppe verschwinden lassen. Die Auswertung der
Videos zeigte, dass die Babys im Fall von nur einer Puppe eine
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ganze Sekunde ldnger

auf die Biithne starrten, M athematik verhalt sich zur Natur
als wenn dort zwei zu wie Sherlock Holmes zum Beweis-

sehen waren. stick. Aus einem Zigarrenstummel
offensichtlich konnte der beriihmte Romandetektiv
Alter, Beruf und finanzielle Lage des
Besitzers ableiten.

lan Stewart (geb. 1945), britischer
Mathematiker und Sachbuchautor

Ganz
wussten die Sduglinge
bereits, dass eine Puppe
plus noch eine Puppe
zwei Puppen ergibt. Ent-
deckten sie hinter dem
Vorhang nur eine Puppe, dann fesselte sie die unerwartete Situ-
ation und sie schauten ldnger hin. Weitere Experimente zeigten,
dass Babys auch Subtraktions-Fehler erkennen. Wenn sich zum
Beispiel von zwei Objekten, die hinter dem Vorhang liegen, ei-
nes gut sichtbar zur Seite wegbewegt, dann muss hinter dem
Vorhang noch ein Objekt sein.

Nebenbei widerlegte Wynn auch ein Baby-Experiment
von Piaget aus den Fiinfzigerjahren. Der Schweizer Psycho-
loge hatte dabei Objekte unter einer Decke verschwinden las-
sen und beobachtet, ob die Kinder danach greifen. Sie taten es
nicht. Piaget schloss daraus, dass Babys jiinger als zehn Mo-
nate Gegenstdnde in ihrer Umgebung noch nicht als eigen-
standige Objekte begreifen. Ein unter die Decke geschobener
Wiirfel existiert demnach fiir sie nicht mehr.

Karen Wynns Untersuchung zeigt jedoch, dass Sduglinge
offenbar wissen, dass Gegenstdnde noch da sind, auch wenn
sie unter einer Decke oder hinter einer Abdeckung versteckt
werden. Psychologen bezeichnen dies als Objektpermanenz.
Piaget hatte schlicht nicht beachtet, dass Sduglinge einfach
noch nicht ausreichend gut Hédnde und Arme koordinieren
kénnen, um nach der Decke zu greifen.

Dass Sauglinge die simple Addition von 1+1 beherrsch-
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ten, hatte die Forschergemeinde verbliiftt. Doch die Rechen-
kiinste von Babys erwiesen sich als noch viel ausgekliigelter.
Dies zeigte im Jahr 1995 der Psychologe Tony Simon in einer
Studie mit fiinf Monate alten Kindern. Er wiederholte Wynns
Experimente mit den Puppen, die hinter einer Abdeckung
verschwanden, bis diese geliiftet wurde.

Sein Team @nderte aber noch ein kleines Detail: Statt der
erwarteten zwei Puppen befanden sich manchmal auch zwei
Bélle hinter dem Kasperletheater. Das wunderte die Babys je-
doch kaum. Zwei Bille sind schlieSlich zwei Dinge. Lag aber
statt zwei Béllen nur noch einer hinter der Abdeckung, war
das Erstaunen grof3.

Simons Versuche bestitigten nicht nur, dass Babys elemen-
tare Arithmetik beherrschen. Sie offenbarten auch die er-
staunliche Abstraktionsfihigkeit der Kinder. Zwei Bélle und
zwei Puppen haben etwas gemeinsam: Es sind zwei Objekte.

Dank der modernen Hirnforschung weif$ man inzwischen
auch, dass Babys beim Aufspiiren von Rechenfehlern die glei-
che Gehirnregion nutzen wie Erwachsene. Die israelische
Psychologin Andrea Berger hatte Wynns Experiment im Jahr
2006 ebenfalls wiederholt — dabei jedoch zusitzlich die Ge-
hirnstrome mit einem Elektroenzephalogramm (EEG) ge-
messen. Dabei werden den Kindern Hauben iiber den Kopf
gezogen, die mit vielen kleinen Sensoren bestiickt sind.

Berger registrierte bei den sechs bis neun Monate alten
Probanden eine erhohte Aktivitit im Frontallappen. Und
zwar in jenen Bereichen, die bei Erwachsenen mit Fehler-
erkennung, enttduschten Erwartungen und der Losung von
Konflikten assoziiert werden.

Ein erstaunliches Ergebnis: Babys kénnen noch nicht ein-
mal sprechen, aber die Strukturen in ihrem Gehirn fiir ele-
mentare Arithmetik sind bereits vorhanden und aktiv.
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Die Krux mit der Fiinf

Dass wir Menschen auch im Erwachsenenalter mit kleinen
Zahlen kaum Probleme haben, hatte schon 1871 der britische
Okonom William Stanley Jevons beobachtet. Bei seinem be-
rithmten Bohnenexperiment lie§ er Probanden kurz in eine
Schachtel blicken und bat sie dann, die Zahl der darin liegen-
den Bohnen zu nennen. Bis zu vier Bohnen klappte das sehr
gut, ab fiinf gab es Probleme. Das intuitive Erfassen von Men-
gen, ohne die Elemente abzuzédhlen, gelingt uns Menschen
offenbar nur bis zur Zahl Vier. Ein Phdnomen, das Forscher
auch bei diversen Tierarten beobachtet haben — mehr dazu
im néchsten Kapitel.

Immerhin haben wir Menschen einen Weg gefunden, un-
sere Schwiche beim schnellen Abzihlen von Mengen ab finf
zu kompensieren. Die Romer und auch die Maya in Mittel-
amerika erfanden extra ein neues Zeichen fiir die sperrige
Finf. Die Zahlen 1, 2, 3, 4 notierte man im alten Rom als I,
11, I1I und II11. Bei den Maya schrieb man e, e, eee und eeee.

Es war fiir die Romer kein Problem, auf Anhieb eine II
von der IIT zu unterscheiden. Aber eine IIIII von einer ITII?
Statt der schwer erfassbaren fiinf Striche nutzten sie mit V ein
neues Zeichen, die Maya schrieben:

1 2 3 4 5 6 7 8 9

Die Schwierigkeiten der Menschen im Umgang mit Mengen
grofler als vier haben also offenbar zur Entstehung der anti-
ken Zahlensysteme beigetragen. Den Trick der Romer und
Maya nutzen wir sogar noch heute, wenn wir Strichlisten
fithren: Wir schreiben vier senkrechte Striche nebeneinander,
und der finfte wird dann nicht daneben-, sondern quer tiber
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