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2.5.4 Kugellinse mit Abbe’scher Invariante

Welchen Brechungsindex miisste eine transparente Kugel haben, damit ein durch die Mitte
gehendes paralleles Strahlenbiindel auf einem gegentiber liegenden Punkt auf der Kugel-
oberflache fokussiert wiirde? Die Kugel befindet sich an Luft.

2.5.5 Kugelférmiges Aquarium

Ein Fisch schwimmt in der Mitte eines kugelformigen Aquariums mit dem Durchmesser
32 ¢cm. Wo erscheint das Bild des Fisches, wenn der Einfluss des diinnen Glases auf die
Brechung der Lichtstrahlen vernachlassigt wird?

B 2.6 Abbildung durch Linsen

2.6.1 Linse an Luft und Wasser

Die Konvexseite einer diinnen Plankonvexlinse (n; = 1,6) hat einen Kriimmungsradius von
r=+120 mm. Die Linse ist auf der Planseite von Wasser umgeben (n,, = 1,333) und auf der
Konvexseite von Luft.

a) Wie groB ist die Brennweite der Linse auf der Wasser- bzw. Luftseite?

b) Wo entsteht das Bild eines Gegenstandes, der im Abstand @ = =300 mm vor der Linse
(in der Luft) steht? Wie groB ist der AbbildungsmaBstab?

¢) Konstruieren Sie die Abbildung.
2.6.2 Brennweite in Abhangigkeit vom umgebenden Medium

Welche Brennweite f; hat eine Glaslinse in Wasser (n,, = 4/ 3), wenn sie an Luft die Brenn-
weite f;” besitzt? Welche Rolle spielt die Brechzahl n; des Linsenmaterials?

2.6.3 Linsenschleifergleichung

Eine Linse aus Flintglas hat den Kriimmungsradius r; = 400 mm. Der Brechungsindex des
Glases betragt n; = 1,62. Welchen Radius muss die zweite Flache haben, damit die Brechkraft
der Linse D’ = 2 dpt betrégt? Welche Form hat die Linse?
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2.6.4 Linsenschleifergleichung

Stellen Sie die Brechkraft D’ einer diinnen Linse grafisch dar in Abhdngigkeit vom Verhéltnis
I / r, der Kriimmungsradien der beiden Kugelfldchen. Die Brechzahl des Glases sein; = 1,5,
der Krimmungsradius der linken Flache r; = 100 mm.

Fiir welche Radienverhéltnisse r, / 1, liegt eine Sammel- bzw. Zerstreuungslinse vor?

2.6.5 Bessel-Verfahren zur Brennweitenbestimmung

Zur experimentellen Bestimmung der Brennweite einer Linse wird auf einer optischen Bank
ein leuchtender Gegenstand und eine Mattscheibe im Abstand / = 1 m angeordnet. Zwischen
Gegenstand und Mattscheibe wird die zu vermessende Linse auf einen Verschiebereiter ge-
steckt. Durch Verschieben der Linse wird festgestellt, dass ein scharfes, vergroBertes Bild auf
der Mattscheibe entsteht, wenn sich die Linse im Abstand 30 cm vom Gegenstand befindet.

a) Wie groB ist die Brennweite f” der Linse?

b) Inwelcher Entfernung vom Gegenstand muss sich die Linse befinden, damit wieder eine
scharfe Abbildung entsteht, allerdings eine Verkleinerung, entsteht?

2.6.6 Abbildungsfille bei einer Sammellinse

Gegeben sei eine diinne Sammellinse der Brennweite f’ =10 cm. Berechnen Sie fiir ver-
schiedene Gegenstandsweiten a die Bildweite a” sowie den AbbildungsmaBstab 8’ und klas-
sifizieren Sie die Abbildung (reell/virtuell, kopfstehend/aufrecht, vergroBert/verkleinert).
Ergédnzen Sie die Tabelle.

a/cm a’/cm B Abbildung
-100
-20
-10
-5

2.6.7 Abbildungsfalle bei einer Zerstreuungslinse

Machen Sie dieselben Uberlegungen wie in Aufgabe 2.6.6 aber mit einer Zerstreuungslinse
der Brennweite f'=-10cm.

Erginzen Sie die Tabelle.

a/cm a’/cm B Abbildung
-100
-20
-10
-5
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2.6.8 Abbildung eines weit entfernten Gegenstandes

Mit einer Sammellinse der Brennweite f’=20cm soll die Sonne auf einer Mattscheibe
abgebildet werden. Die Sonne erscheint von der Erde aus unter dem Winkel o = 32" (Win-
kelminuten).

In welchem Abstand von der Linse erscheint das Sonnenbild und wie groB ist es?

Warnung! Die Leistungsdichte im Fokus ist extrem hoch und Gegenstinde werden ange-
zlindet.

2.6.9 Linsensystem mit drei Linsen

Die Abbildung durch ein System aus drei diinnen Linsen soll sukzessive durchgerechnet
werden. Die Linsen haben die Brennweiten f’=30mm, f/=-75mm, f/=15mm sowie
die Abstdnde e;, =30 mm, e,; =90 mm.

Wo entsteht das Bild eines Gegenstands, der 60 mm vor der ersten Linse steht und wie gro8
ist der AbbildungsmaBstab?

F, F F/ F,
F F;

2.6.10 Dicke Linse, Fermat’sches Prinzip

Durch eine dicke, symmetrische Bikonvexlinse wird ein Objektpunkt O auf der optischen
Achse in einen Bildpunkt O” abgebildet, wobei die beiden Punkte von den jeweiligen Lin-
senscheiteln den Abstand 187,5 mm haben. Die Linse hat den Durchmesser D = 48 mm
und die Dicke d = 6 mm.

Bestimmen Sie den Brechungsindex n; des Linsenmaterials mithilfe des Fermat’schen
Prinzips, wonach bei einer optischen Abbildung der optische Weg fiir alle an der Abbildung
teilnehmenden Strahlen gleich lang sein muss.
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2.6.11 Abbildung durch eine dicke Plankonvexlinse

Gegeben ist eine plankonvexe Linse mit den Daten r; = oo, r, = =40 mm, d = 20 mm und
n=1,7.

a) Wie groB ist die bildseitige Brennweite f” der Linse?

b) Wo befinden sich die Hauptebenen H und H’ relativ zu den Scheiteln?

¢) Im Abstand s, = -120 mm von der ebenen Flache befindet sich ein Objekt. In welcher
Entfernung s/, von der Kugelfldche entsteht das Bild?

d) Wie groB ist der AbbildungsmaBstab 3?

2.6.12 Brennweite einer dicken Plankonvexlinse

Wie hangt bei einer Plankonvexlinse die Brennweite von der Linsendicke ab?

2.6.13 Brennweite und Hauptebenen einer dicken Meniskuslinse

Wie groB ist die Brennweite f” einer Meniskuslinse mit r; = r, = rund der Dicke d? Wo lie-
gen die Hauptebenen? Zeichnen Sie maBstablich die Brechung eines von links kommenden
achsenparallelen Strahls fiir r = 50 mm, d = 30 mm und n; = 1,7.

2.6.14 Brechkraft einer dicken Bikonvexlinse
Wie hdngen die Brennweite f” und die Brechkraft D’ einer dicken, symmetrischen Bikonvex-
linse von ihrer Dicke d ab?

Zeichnen Sie ein Diagramm fiir r; = -r, = r = 100 mm und n; = 1,5 fiir 0 < d < 100 mm. Gibt
es eine Linsendicke, fiir welche die Brechkraft null wird, d. h. die Brennweite unendlich?

2.6.15 Stablinse

Stablinsen sind zylindrische Gldser, die an einem oder beiden Enden spharisch gekriimmt
sind. Sie werden u. a. in der Endoskopie und Faseroptik zur Lichtleitung eingesetzt.

Ein Hersteller bietet eine Stablinse mit folgenden Spezifikationen an:

D=2mm, R =1,25mm, d = 2 mm, BK7-Glas mit n; = 1,517.

Berechnen Sie die Brennweite der Linse an Luft sowie die Lagen der Hauptebenen und
Brennpunkte. Welche Dicke d miisste die Linse haben, damit der gegenstandseitige Brenn-
punkt F mit der Planflache zusammenfallt (siehe auch Aufgabe 2.5.3)?
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b) Die Brechung an der Planflache geschieht nach dem Snellius’schen Brechungsgesetz:

. s . _ _ _ o
n sino, =sino,, sino, =tano, =1/24, o, =3,58°.

2.5.4 Kugellinse mit Abbe’scher Invariante

Aus der Abbe’schen Invariante n (l—lJ =n’ (l—%) folgt mits=-o00,s"=2rundn=1
ros

r s
1 11 n’

—=n —_— =

r r 2r 2r

und damit n’ = 2.

2.5.5 Kugelformiges Aquarium

Aus der Abbe’schen Invariante

(1 1) ,(1 1)
nl———|=n'|-———

r s r s

folgt allgemein fiir den Bildort

’

T n-n(l-r/s)

Fiir s=r=-16 cm und n" =1 ergibt sich s"=r=-16 cm. Das Bild befindet sich also an
derselben Stelle wie der Gegenstand, namlich in der Mitte der Kugel.

Bl 2.6 Abbildung durch Linsen
2.6.1 Linse an Luft und Wasser

a) Dader Kriimmungsradius r; positiv ist, folgt, dass die Konvexseite links und die Planseite
rechts steht.
) , n n_m-n on-n o .
Aus der Abbildungsgleichung (2.34) — ——=———- fiir beliebige diinne Linsen
a a rz
folgt mit n=ny,=1,n" =ny, r; =rundr, = oo:

ny 1 n—1

’

a a r

Fir a = —oo, entspricht der Bildort dem Brennpunkt. Damit wird die Brennweite im

n
Wasser fi; = —>—r =266,6 mm.
n -1
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Setzt man andererseits den Bildort ins Unendliche, d. h. @’ = e, dann entspricht der
zugehorige Gegenstandsort dem gegenstandseitigen Brennpunkt mit der Brennweite

f, =——=-200 mm an Luft.
1-n
n 1 n -1 n
b) Aus —%-——=-L— folgt fiir die Bildweite ' = ————=799,8 mm.
a a r n -1
—+
a r
. . , na a
Der AbbildungsmaBstab ist nach Gl. (2.36) p’ = —= =-2.
ny a
c) Luft n n' Wasser
~_
FL Fy

2.6.2 Brennweite in Abhangigkeit vom umgebenden Medium

. . . n n n-n n-n
Die Abbildungsgleichung (2.34) — —— = ———-—
a a

fiir beliebige diinne Linsen verein-
r,
1

2
1 1 11
facht sich zu n (—, - —j = (nL - n) (— ——J, wenn sich auf beiden Seiten der Linse dasselbe
a a Lo
Medium mit der Brechzahl n befindet.

Setzt man die Gegenstandsweite a = —eo, dann stimmt die Bildweite a” mit der Brennweite
f’ iiberein und es ergibt sich fiir die Brechkraft

1 11
* anluft(n=1): —=(n -1) (———J,

I ion

1 n 1 1
= in Wasser: — = L1 ———]|.

fv  \ny hon

e . Ly n -1
Das Verhdltnis der Brennweiten betragt —- = —————.
oy -1
Konkret ergibt sich fiir n; = 1,5: f—v‘f =4, firn = 1,6 —W/ =3, firn =17 f—v‘f =2,54 usw.
L L L

Die Brennweite im Wasser wird demnach sehr groB fiir Glaser mit kleiner Brechzahl und
nimmt mit steigender Brechzahl ab.

2.6.3 Linsenschleifergleichung

Aus der Linsenschleiferformel (2.39)

D/=i=(nL_1)[l_l]

f nn
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folgt fiir den gesuchten Radius

, T
r,= 1D =-1378 mm.
o on -1

Es handelt sich um eine unsymmetrische Bikonvexlinse.

2.6.4 Linsenschleifergleichung

Nach der Linsenschleiferformel (2.39) betragt die Brechkraft einer Linse

D’ =i=(nL —1)[1—1J

7
f nn

bzw. umgeformt

D':nL__1 _h
h )

Das folgende Diagramm veranschaulicht den Zusammenhang.

25 7

20 1

15 1

Brechkraft in dpt

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
Verhiltnis der Radien 1

-10 41

-15 -

Fiir 1, /r, <1 wirkt die Linse als Sammellinse, fiir 1, /r, >1 als Zerstreuungslinse. Wenn
beide Kriimmungsradien gleich sind, ist die Brechkraft null.
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2.6.5 Bessel-Verfahren zur Brennweitenbestimmung

a)

11 1
Die Abbildungsgleichung (2.4.1) — —— = — liefert mit der Nebenbedingung —a+a’ =1
die Beziehung a a f
1 1 1
L (1)
a+l a f
R 1 1 T
und damit die Brennweite f'=| ——-—| = + =21cm
a+l a (—30+100) cm 30cm

Lost man die Gleichung (1) nach a auf, ergibt sich die quadratische Gleichung
@’ +al+1f’ =0. Es existieren daher zwei Losungen fiir mogliche Gegenstandsweiten:

2
e
a,=——*+||=| 1.
"2 2 (Z\J f

Die moglichen Gegenstandsweiten sind

a——i— iz—lf’——SOcm und a——£+ lz—lf’——700m
o2 L2 27 2 \\2 '

Die beiden mdglichen Linsenstellungen sind symmetrisch zum Mittelpunkt zwischen
Gegenstand und Mattscheibe (s. ,Brennweitenbestimmung nach Bessel“ in Abschn. 2.6.2).

2.6.6 Abbildungsfalle bei einer Sammellinse

a/cm a’/cm B Abbildung

-100 +11,1 -0,111 reell, kopfstehend, verkleinert

=20 +20 -1 reell, kopfstehend, Objekt und Bild sind gleich groB
-10 o o keine Abbildung im Endlichen

-5 -10 +2 virtuell, aufrecht, vergroBert

Siehe auch Tabelle 2.5 und Bild 2.31.

2.6.7 Abbildungsfalle bei einer Zerstreuungslinse

a/cm a’/cm B Abbildung

-100 -9,09 0,0909 virtuell, aufrecht, verkleinert
-20 -6,67 0,333 dto.

-10 -5 0,500 dto.

-5 -3,33 0,667 dto.

Siehe auch Tabelle 2.5 und Bild 2.32.




2.6 Abbildung durch Linsen 113

2.6.8 Abbildung eines weit entfernten Gegenstandes

Die Sonne ist praktisch unendlich weit entfernt. Daher erscheint ihr Bild in der Brennebene
durch F’. Alle Strahlen, die vom unteren Sonnenrand stammen gehen als Parallelstrahlen
durch die Linse. Der Bildpunkt ist dort, wo der Mittelpunktstrahl, der die Linse ungebrochen
durchsetzt, die Brennebene schneidet.

Fiir den Radius des Sonnenbilds ergibt sich r’ = f” tan (a/ 2) = f’ a/ 2.Der Durchmesser des

32-m
Sonnenbilds ist doppelt so groB: d’ = f'0=0,2 m
Ppetso 8 f 60-180

rad =1,86 mm.

~

/2

c/2

2.6.9 Linsensystem mit drei Linsen

Fiir die jeweilige Gegenstandsweite a wird gemaB Abbildungsgleichung (2.41) die zugehorige
a-f’

Bildweite a’ = berechnet.
a+

’

Abbildung durch die erste Linse:
Gegenstandsweite: @, = —60 mm, Bildweite: ¢/ = 60 mm, Abbildungsmafstab: ﬁ{ =-1.
Abbildung durch die zweite Linse:

Gegenstandsweite: a, = a/ —e;, = +20 mm, Bildweite: a; = +30 mm, AbbildungsmaBstab:
By =+15.

Abbildung durch die dritte Linse:

Gegenstandsweite: a, = a; —e,; = —50 mm, Bildweite: a; = +33,33 mm, AbbildungsmaB-
stab: 5 =—-0,667.

Gesamter AbbildungsmaBstab: 8’ = ;- ;- 85 = +1.
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F B FY B

2.6.10 Dicke Linse, Fermat’sches Prinzip

Optischer Weg der Randstrahlen: I, = 2+/190,5% +24% mm =384 mm.
Optischer Weg langs der optischen Achse: [, =2-187,5 mm+n; -6 mm.
Aus [ =1, folgt fiir den Brechungsindex n, =1,5.

Die Skizze ist nicht maBstablich!

Iy

-24
Q

O Ioa

—~ 187,5 =] | f=—o

———190,5

2.6.11 Abbildung durch eine dicke Plankonvexlinse

a) Die Brechkraft der dicken Linse betrdgt nach GL (2.47):

1
—= (nL - 1) (——j =17,5 dpt. Die Brennweite ist damit f’=57,1 mm.
5

b) Die Hauptebenen sind nach GL (2.50) relativ zu den Linsenscheiteln an den Orten

n-1d n-1d
spp=—f'—-+——=0 und s;=-f"--+——=+11,8mm.
i non

¢) Die Gegenstandsweite betragt a = -131,8 mm.

Die Bildweite folgt aus der Abbildungsgleichung zu a’ = af
a+

-=101mm.
Damit betrdgt der Abstand von der Kugelflache: s{, =a’=101mm.

4

d) Der AbbildungsmaBstab betragt 8’ = 4. -0,77.
a
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Die Abbildung ist reell, kopfstehend und verkleinert.

H H’
™\
|
}?
F F’
3
S0 / RYeY
- a A ———

2.6.12 Brennweite einer dicken Plankonvexlinse

Nach GL. (2.47) ist die Brechkraft und damit die Brennweite unabhéngig von der Linsendicke.

2.6.13 Brennweite und Hauptebenen einer dicken Meniskuslinse

Die Brennweite einer dicken Linse mit gleichen Krimmungsradien ist nach Gl (2.48)

’_ nL . rz —
f _—nL—l —(nL—l)d 289 mm .

Die Hauptebenenabstdnde von den Scheiteln sind nach GL. (2.50)

n—1d n —1d
51/{'=—f'L——=—71,4mm und 5H=—f’L——=

Sfp =-71,4mm.
i o

Bei der Zeichnung wird ein achsenparalleler Strahl bis zur Hauptebene H” gezeichnet und
von dort zum Brennpunkt F’. Der tatséchliche Strahlengang durch die Linse ist gestrichelt.

H H'

2.6.14 Brechkraft einer dicken Bikonvexlinse

Fir die Brechkraft einer symmetrischen Linse gilt nach GL (2.47)
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Die Brechkraft nimmt mit zunehmender Dicke d linear ab. Sie wird null fiir die (unrealis-
tisch groBe) Dicke

2n
d= L r=600mm.
n —1

10

9,5
B
el
£
T 9
X
<
g
5

8,5

8 T T T T ]
0 20 40 60 80 100

Linsendicked in mm

Die Brennweite ergibt sich aus dem Kehrwert der Brechkraft bzw. aus GL (2.48).

2
n, r

nL—linL-Zr—(nL—l)-d'

f=

Fiir die Dicke d = 600 mm wiirde die Brennweite unendlich groB.

120
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2.6.15 Stablinse

Nach Gl. (2.47) ist die Brechkraft der Plankonvexlinse

1 -1 _n-1

f! rz R

und damit die Brennweite [’ =

=2,42mm.
n -1
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Die Hauptebenen liegen nach GL (2.50) bei den Schnittweiten

n—-1d n—-14d n—-14d
Sy =—f'—+—-—=0 und s;=-f ‘t— —=f L —.—=132mm.
noon noon n, R
Die Brennpunkte liegen bei den Schnittweiten
Sf =8y +f'=2,42mm und s;=s;—f" =-1,10 mm.
H H'
F _ S — F
f A

Wenn der Brennpunkt F auf der Planseite liegen soll, muss die Schnittweite s; null sein.

n-1d
Aus sp =—f7 (1 +L—-—j =0 folgt fiir die erforderliche Dicke
LT

n, _n
=
n —1 n -

d=- 1R=3,67mm.

2.6.16 Anamorphotische Abbildung

’

Aus dem AbbildungsmaBstab 8’ = L und der Bedingung —a+a’ =1 folgt die jeweilige
a
Gegenstands- und Bildweite. Die erforderliche Brennweite ergibt sich aus der Abbildungs-

11 1
gleichung ——+—= 7 Die Ergebnisse sind in nachfolgender Tabelle zusammengefasst.
a a

Abbildung in x-Richtung Abbildung in y-Richtung

p,=-3 a,=-50mm | @, =150mm | B}, =-3/20 |a,=-174mm | a, =26 mm
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