1
Grundbegriffe der mathematischen Statistik

Elementare statistische Berechnungen werden schon seit Jahrtausenden durchge-
fithrt. Das arithmetische Mittel aus einer Anzahl von Mess- oder Beobachtungs-
werten ist schon sehr lange bekannt.

Zuerst entstand die beschreibende Statistik mit dem Sammeln von Daten et-
wa bei Volkszéhlungen oder in Krankenregistern und deren Verdichtung in Form
von Mafdzahlen oder Grafiken. Die mathematische Statistik entwickelte sich ab
Ende des 19. Jahrhunderts aufbauend auf der Wahrscheinlichkeitsrechnung. An-
fang des 20. Jahrhunderts gehorten vor allem Karl Pearson und Sir Ronald Aymler
Fisher zu ihren Pionieren. Das Buch von Fisher (1925) ist ein Meilenstein, in ihm
werden die vom Autor mehrere Jahre zuvor entwickelten Grundlagen der Statis-
tik wie die Maximum-Likelihood-Methode und die Varianzanalyse oder Begriffe
wie Suffizienz und Effizienz Versuchsanstellern nahegebracht. Ein wichtiges In-
formationsmafd heif$t noch heute Fisher-Information (siehe Abschn. 1.4).

Wir wollen auf die Details der historischen Entwicklung nicht eingehen und
verweisen Interessierte auf Stigler (2000). Stattdessen beschreiben wir den heuti-
gen Stand der Theorie. Wir wollen aber nicht vergessen, dass viele Anregungen
aus Anwendungen kamen und bringen deshalb auch immer wieder Beispiele.

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist zwar die Grundlage der mathematischen
Statistik, aber viele praktische Probleme, in denen Aussagen {iber Zufallsvariablen
gemacht werden sollen, sind mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung allein nicht
zu losen. Das liegt daran, dass tiber die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen
nicht alles bekannt ist und das Problem oft darin besteht, Aussagen iiber mindes-
tens einen der Parameter einer Verteilungsfunktion zu machen oder dass sogar die
Verteilungsfunktion ganzlich unbekannt ist. Die mathematische Statistik wird in
vielen einfithrenden Texten als die Theorie der Auswertung von Versuchen oder
Erhebungen betrachtet, d. h., man geht davon aus, dass bereits eine Zufallsstich-
probe (nach Abschn. 1.1) vorliegt. Wie man auf optimalem Weg zu dieser Zu-
fallsstichprobe gelangt, bleibt meist unberiicksichtigt — dies wird gesondert in der
statistischen Versuchsplanung abgehandelt. In den Anwendungen ist es klar, dass
man erst den Versuch (die Erhebung) plant und dann, wenn der Versuch durchge-
fihrt wurde, mit der Auswertung beginnt. In der Theorie ist es aber zweckmaéfig,
zundchst die optimale Auswertung zu ermitteln, um dann fiir diese den optimalen
Versuchsplan zu bestimmen, z. B. den kleinsten Versuchsumfang fiir eine varianz-
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optimale Schatzfunktion. Daher wird hier so verfahren, dass zunichst einmal die
optimale Auswertung bestimmt wird und spéter fiir diese der Versuchsplan zu er-
arbeiten ist. Eine Ausnahme bilden dabei die sequentiellen Verfahren, bei denen
Planung und Auswertung gemeinsam vorgenommen werden.

Wir miissen uns dartiber im Klaren sein, dass es sich bei der Behandlung der
mathematischen Statistik einerseits und bei ihrer Anwendung auf konkretes Da-
tenmaterial andererseits um zwei vollig verschiedene Begriffssysteme handelt. In
beiden treten oft die gleichen Termini auf, die es genau auseinanderzuhalten gilt.
Wir sprechen davon, dass den Begriffen der empirischen Ebene (also denen der
Realwelt) Modelle in der Theorie zugeordnet werden.

1.1
Grundgesamtheit und Stichprobe

1.1.1
Konkrete Stichproben und Grundgesamtheiten

In den empirischen Wissenschaften werden ein Merkmal oder auch mehrere
Merkmale gleichzeitig (ein Merkmalsvektor) an bestimmten Objekten (oder In-
dividuen) beobachtet. Aus den Beobachtungswerten sind Schliisse auf die Ge-
samtheit der Merkmalswerte aller Objekte einer Gesamtheit zu ziehen. Ursache
dafiir ist, dass es sachliche oder 6konomische Gesichtspunkte gibt, die eine voll-
standige Erfassung der Merkmale aller Objekte nicht erméglichen. Hierzu einige
Beispiele:

o Die Kosten der Erfassung aller Merkmalswerte stehen in keinem Verhiltnis
zum Wert der Aussage (z. B. Messung der Korpergrofie aller zurzeit lebenden
Menschen iiber 18 Jahren).

 Die Erfassung der Merkmalswerte ist mit der Zerstérung der Objekte verbun-
den (nicht zerstorungsfreie Werkstoffpriifung wie Reif3festigkeit von Tauen
oder Striimpfen).

» Die Gesamtheit der Objekte ist hypothetischer Natur, z. B. weil sie teilweise
zum Untersuchungszeitpunkt nicht existieren (wie alle Produkte einer Maschi-
ne).

Die wenigen praktischen Fille, in denen alle Objekte einer Gesamtheit beobach-
tet werden und auf keine umfassendere Gesamtheit geschlossen werden soll, kon-
nen wir vernachlédssigen, fiir sie ben6tigt man die mathematische Statistik nicht.
Wir gehen also davon aus, dass aus einer Gesamtheit nur eine Teilmenge ausge-
wihlt wird, um das Merkmal (den Merkmalsvektor) zu beobachten von dem auf
die gesamte Population geschlossen werden soll. Einen solchen Teil nennen wir
(konkrete) Stichprobe (der Objekte). Die Menge der an diesen Objekten gemesse-
nen Merkmalswerte nennen wir (konkrete) Stichprobe der Merkmalswerte. Jedes
Objekt der Population soll einen Merkmalswert besitzen (unabhingig davon, ob
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wir ihn erfassen oder nicht). Die der Population entsprechende Gesamtheit der
Merkmalswerte der Objekte dieser Population nennen wir Grundgesamtheit.

Eine Population und das zu erfassende Merkmal und damit auch die Grund-
gesamtheit miissen eindeutig definiert sein. Populationen sind vor allem rdum-
lich und zeitlich abzugrenzen. Von einem beliebigen Objekt der Realwelt muss
prinzipiell feststehen, ob es zur Population gehort oder nicht. Wir betrachten im
Folgenden einige Beispiele:

Population Grundgesamtheit

A Firsen einer bestimmten Rasse Ay Jahresmilchmenge dieser Farsen
eines bestimmten Gebietes Ay 180-Tage-Korpermasse dieser Firsen
in einem bestimmten Jahr Aj Riickenhohe dieser Féirsen

B Bewohner einer Stadt B, Blutdruck dieser Bewohner um 6:00 Uhr
an einem bestimmten Tag B, Alter der Bewohner

Es ist einleuchtend, dass Schliisse von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit
falsch sein konnen. Wenn man z. B. aus der Population B die Kinder einer Kinder-
tagesstitte auswihlt, ist moglicherweise der Blutdruck, aber ganz sicher das Alter
nicht auf die Population verallgemeinerbar. Generell sprechen wir von Merkma-
len, sofern diese aber einen bestimmten Einfluss auf die Versuchsergebnisse ha-
ben kénnen, nennen wir sie auch Faktoren, die (meist wenigen) Merkmalswerte
heifSen dann Faktorstufen, die Kombination von Faktorstufen mehrerer Faktoren
heifSen Faktorstufenkombinationen.

Hinsichtlich aller Faktoren, die das Merkmal in einer Grundgesamtheit beein-
flussen konnen, sollte die Stichprobe ,représentativ” sein. Das heif3t, in der Stich-
probe der Objekte sollte sich die Zusammensetzung der Population widerspie-
geln. Das ist aber bei kleinen Stichproben und vielen Faktorstufenkombinationen
gar nicht moéglich. In Population B gibt es hinsichtlich der Faktoren Alter und Ge-
schlecht schon etwa 200 Faktorstufenkombinationen, die sich unméglich in einer
Stichprobe von 100 Einwohnern widerspiegeln kénnen. Wir empfehlen daher, den
Begrift ,représentative Stichprobe“ nicht zu verwenden, da er nicht sauber defi-
niert werden kann.

Stichproben sollen nicht danach beurteilt werden, welche Elemente sie enthal-
ten, sondern danach, wie sie erhalten (gezogen) wurden. Die Art und Weise, wie
eine Stichprobe erhoben wird, heifdt Stichprobenverfahren. Es kann entweder auf
die Objekte als Merkmalstrager oder auf die Grundgesamtheit der Merkmals-
werte (z.B. in einer Datenbank) angewendet werden. Im letzteren Fall entsteht
die Stichprobe der Merkmalswerte unmittelbar. Im ersteren Fall muss das Merk-
mal an den ausgewdhlten Objekten noch erfasst werden. Beide Vorgehensweisen
(nicht unbedingt die entstehenden Stichproben) sind dann identisch, wenn fiir je-
des ausgewéhlte Objekt der Merkmalswert erfasst wird. Davon gehen wir in die-
sem Kapitel aus. In zensierten Stichproben ist das nicht der Fall. Eine Stichprobe
heifdt zensiert, wenn der Merkmalswert nicht an allen Versuchseinheiten erfasst
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werden konnte. Bricht man z. B. eine Lebensdauerermittlung (z. B. von elektro-
nischen Bauteilen) nach einer bestimmten Zeit ab, liegen Messwerte fiir Objekte
mit lingerer Lebensdauer (als die Beobachtungszeit) nicht vor.

Im Folgenden wird nicht zwischen Stichproben der Objekte und der Merkmals-
werte unterschieden, die Definitionen gelten fiir beide.

Definition 1.1

Ein Stichprobenverfahren ist eine Vorschrift fiir die Auswahl einer endlichen
Teilmenge, genannt Stichprobe, aus einer wohldefinierten endlichen Population
(Grundgesamtheit), es heifit zufillig, wenn jedes Element der Grundgesamtheit
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p in die Stichprobe gelangen kann. Eine
(konkrete) Stichprobe ist das Ergebnis der Anwendung eines Stichprobenverfah-
rens. Stichproben, die das Ergebnis eines zufilligen Stichprobenverfahrens sind,
heiflen (konkrete) zufillige Stichproben oder (konkrete) Zufallsstichproben.

In der Stichprobentheorie (siehe z. B. Cochran und Boing 1972; Kauermann und
Kiichenhoff 2011 oder Quatember 2014) wird eine Vielzahl von zufilligen Stich-
probenverfahren zur Verfiigung gestellt. Wir verwenden ab jetzt die Begriffe Po-
pulation und Grundgesamtheit synonym.

1.1.2
Stichprobenverfahren

Bei Zufallsauswahlverfahren unterscheiden wir u. a.:

« die einfache oder reine Zufallsauswahl, bei der jedes Element der Grundge-
samtheit die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, in die Stichprobe zu gelangen.
 die geschichtete Auswahl, bei der innerhalb zuvor festgelegter (disjunkter)
Klassen eine zufillige Auswahl vorgenommen wird, sie ist nur dann insge-
samt zufillig, wenn die Auswahlwahrscheinlichkeiten innerhalb der Klassen

proportional zum Umfang der Klassen gewahlt werden.

o die Klumpenauswahl, hier wird eine Grundgesamtheit in Gruppen (Klumpen)
eingeteilt. Die Auswahl der Untersuchungsobjekte erfolgt nicht unter den Ele-
menten der Grundgesamtheit, sondern unter den (disjunkten) Klumpen. In
den ausgewihlten Klumpen werden dann alle Elemente erfasst. Sie findet hau-
fig in Form der Flachenstichproben Anwendung. Sie ist nur dann zufillig im
Sinne der Definition 1.1, wenn die Klumpen gleich viele Elemente enthalten.

o die mehrstufige Auswahl, sie ist dadurch gekennzeichnet, dass mindestens
zwei Auswahlstufen bestehen. Die Grundgesamtheit wird z. B. in zweistufiger
Auswahl in Priméreinheiten in Form disjunkter Teilmengen zerlegt. Aus der
Menge der Priméreinheiten erfolgt zunichst eine Zufallsauswahl. Aus jeder
ausgewdhlten Priméreinheit erfolgt eine Zufallsauswahl von Untersuchungs-
einheiten (Sekundéreinheiten). Eine mehrstufige Auswahl ist dann vorteilhaft,
wenn die Grundgesamtheit hierarchisch gegliedert ist (Land, Provinzen, Stid-
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te in der Provinz). Sie ist nur dann zufillig im Sinne der Definition 1.1, wenn
die Priméreinheiten gleich viele Sekundéreinheiten enthalten.

« die stets sequentielle Auswahl; hier liegt der Stichprobenumfang nicht vor Be-
ginn des Auswahlprozesses fest, es wird zunéchst eine kleine Stichprobe ge-
zogen und analysiert. Es erfolgt dann eine Entscheidung, ob die vorliegende
Information hinreichend ist, z. B. um eine Hypothese abzulehnen oder anzu-
nehmen (siehe Kapitel 3), oder ob mehr Information durch Ziehung einer wei-
teren Einheit beschafft werden soll.

Sowohl ein zufilliges Stichprobenverfahren als auch eine willkiirliche Auswahl
aufs Geratewohl konnen zur gleichen konkreten Stichprobe fithren. Ob einer kon-
kreten Stichprobe eine zufillige oder eine willkiirliche Auswahl zugrunde liegt,
kann nicht anhand dieser Stichprobe beurteilt werden, sondern eben nur anhand
des verwendeten Auswahlverfahrens.

Bei der reinen Zufallsauswahl wird Definition 1.1 direkt angewendet, jedes Ele-
ment einer Grundgesamtheit vom Umfang N wird mit der gleichen Wahrschein-
lichkeit p der Grundgesamtheit entnommen. Wir nennen die Anzahl der Elemen-
te in einer Stichprobe den Stichprobenumfang und bezeichnen diesen in der Regel
mit 7.

Der praktisch wichtige Fall einer reinen Zufallsauswahl ist der, dass entnom-
mene Elemente nicht in die Grundgesamtheit zuriickgelegt werden, wie das etwa
bei der Ziehung der Lottozahlen der Fall ist. Hier werden in Deutschland n = 6
Zahlen aus N = 49 gegebenen Zahlen gezogen. Bei einer uneingeschrénkten Zu-
fallsstichprobe vom Umfang n haben alle moglichen (1;[) Teilmengen die gleiche

Wahrscheinlichkeit ﬁ dafiir, in die Stichprobe zu gelangen.

Ob eine Stichprobe" eine Zufallsstichprobe ist oder nicht, kann man ihr — wie
gesagt — nicht ansehen. Man muss vielmehr das Verfahren betrachten, mit dem
sie gezogen wurde. Allerdings wird man sofort misstrauisch, wenn extreme Stich-
proben auftreten. Wird aus einer Grundgesamtheit mit 10 000 Losen der Haupt-
gewinn wihrend des Kaufs eines speziellen Loses gezogen, so ist das schon un-
gewohnlich, kann aber, wie man im Volksmund sagt, schon mit rechten Dingen
zugegangen sein, in unserer Terminologie also das Ergebnis eines Zufallsstich-
probenverfahrens sein. Zieht dieselbe Person an drei aufeinanderfolgenden Ver-
losungen den Hauptgewinn und stellt sich dann noch heraus, dass es sich um den
Bruder des Losverkdufers handelt, stellen sich berechtigte Zweifel ein. Wir wei-
gern uns, Ereignisse mit solch geringer Wahrscheinlichkeit zu akzeptieren und
vermuten, dass das zugrunde gelegte Modell falsch ist. In diesem Fall nehmen wir
an, dass kein Zufallsstichprobenverfahren zugrunde gelegt wurde und Betrug im
Spiel ist. Trotzdem besteht eine ganz geringe Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereig-
nis als Ergebnis eines Zufallsstichprobenverfahrens, ndmlich 1/1 000 000 000 000.

Nebenbei bemerkt bildet diese Art, Modelle (Sachverhalte) zu verwerfen, unter
denen ein beobachtetes Ereignis eine sehr kleine Wahrscheinlichkeit hat und statt
dessen solche Modelle zu akzeptieren, bei denen die Wahrscheinlichkeit dieses
Ereignisses grofier ist, die Basis fiir die statistischen Tests in Kapitel 3.
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Bei einer Zufallsstichprobe mit Zuriicklegen wird auch ein reines Stichproben-
verfahren verwendet, also jedes Element hat die gleiche Wahrscheinlichkeit mit
Zuriicklegen gezogen zu werden. Es wird jedes gezogene und beobachtete Ele-
ment in die Grundgesamtheit zuriickgelegt, bevor das néchste Element gezogen
wird. Das geht nur bei zerstorungsfreier Beobachtung, d. h. in solchen Fillen, bei
denen sich die Stichprobeneinheit durch die Beobachtung nicht veréndert (Bei-
spiele, bei denen ein Zuriicklegen nicht méglich ist, sind Zerreifiproben, Unter-
suchungen an geschlachteten Tieren, Fillen von Bdumen, Abernten u.a.). Die-
ses Verfahren heif3t einfaches Zufallsstichprobenverfahren mit Zuriicklegen. Bei
Zufallsstichprobenverfahren ohne Zuriicklegen erhélt man n < N verschiedene
Elemente, beim Zufallsstichprobenverfahren mit Zuriicklegen kann dasselbe Ele-
ment mehrfach in der Stichprobe auftauchen und es kann auch # > N sein.

Eine mitunter praktisch einfacher zu realisierende Methode ist die systemati-
sche Auswahl mit Zufallsstart. Sie ist anwendbar, wenn die Elemente der endli-
chen Auswahlgrundlage von 1 bis N durchnummeriert sind und die Folge nicht
mit dem Merkmal zusammenhéingt. Wenn N /n ganzzahlig ist, wihlt man zufillig
eine Zahl i zwischen 1 und N /#n aus und bildet die Stichprobe aus den Elementen
iL,N/n+i,2N/n+i,...,(n—1)N/n +i. Ndheres hierzu und was zu tun ist, wenn
N /n nicht ganzzahlig ist, findet man bei (Rasch et al., 2008), Verfahren 1/31/1210.

Die oben erwihnte geschichtete Auswahl bietet sich dann an, wenn die Grund-
gesamtheit vom Umfang N auf inhaltlich relevante Weise in s Teilgesamtheiten
vom Umfang N, N,, ..., N zerfillt. Insbesondere kann die Grundgesamtheit ge-
legentlich nach den Stufen eines vermuteten Storfaktors in solche Teilgesamthei-
ten unterteilt werden. Man bezeichnet diese Teilgesamtheiten als Schichten. Will
man aus dieser Grundgesamtheit Stichproben vom Umfang 7 erheben, so muss
man bei einem uneingeschréinkten Zufallsstichprobenverfahren befiirchten, dass
nicht alle Schichten tiberhaupt bzw. zumindest nicht in angemessener Weise be-
riicksichtigt werden. Dann ist es besser, ein geschichtetes Zufallsstichprobenver-
fahren durchzufithren. Man erhebt dabei jeweils Teilstichproben vom Umfang #;,
(i=1,2,...,5) aus der i-ten Schicht. Die Teilstichproben werden aus der jewei-
ligen Schicht nach einem reinen Zufallsstichprobenverfahren gezogen. Dies ent-
spricht, wenn #;/n proportional zu N;/N gewihlt wird, auch insgesamt einem
Zufallsstichprobenverfahren.

Wéhrend beim geschichteten Zufallsstichprobenverfahren aus jeder Teilmen-
ge Elemente erhoben werden, werden bei der mehrstufigen Auswahl wie oben
beschrieben auf jeder Stufe zufillig Teilmengen oder Elemente entnommen.
Im zweistufigen Fall bestehe die Grundgesamtheit aus k disjunkten Teilmengen
vom Umfang N, den Priméreinheiten. Es wird nun vorausgesetzt, dass sich die
Merkmalswerte zwischen den Priméreinheiten nur zufillig unterscheiden, sodass
nichtaus allen Primédreinheiten Elemente entnommen werden miissen. Ist der ge-
wiilnschte Stichprobenumfang n = rny mit r < k, so wihlt man zunéchst nach
einem reinen Zufallsstichprobenverfahren r der k Priméreinheiten aus. Aus jeder
der r in der ersten Stufe erhobenen Priméreinheiten wahlt man in der zweiten
Stufe nach einem reinen Zufallsstichprobenverfahren je n, Objekte (Sekundér-
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Tab. 1.1 Anzahl K mdéglicher Stichproben fiir verschiedene Stichprobenverfahren.

Stichprobenverfahren Anzahl K méglicher Stichproben
Reine Zufallsauswahl K= (11(&0) > 10140
Systematische Auswahl mit Zufallsstart K =10
k=10

20
Geschichtetes Stichprobenverfahren, K= [(550)] =2,11876 - 10120
k=20,N;=50,i=1,...,20
Geschichtetes Stichprobenverfahren, K= [(lﬁ;))] 10 =1,7310309 - 10130
k=10,N; =100,i=1,...,10
Geschichtetes Stichprobenverfahren, K= [(222;))]5 =1,6135878 - 103>
k=5N,=200,i=1,...,5
Geschichtetes Stichprobenverfahren, K= (4‘2;)) . (66(:;)) = 5,466 241 4 - 10138
k=2, N, =400, N, = 600
Zweistufiges Verfahren K= (2‘:)) . (ig) =6,1245939 - 107
k=20,N,=50,r=4
Zweistufiges Verfahren K=(%)-(3)=7,3069131- 107
k=20,N,=50,r=5
Zweistufiges Verfahren K= 120) . (1:(;) ) =4,5401105 - 10%°
k =10, N = 100, r =2
Zweistufiges Verfahren K= (lf) . (12050 ) =5,0929047 - 10%
k =10, N, =100, r = 4
Zweistufiges Verfahren K=(3)- (%) =4,5385838 - 10%
k=5, Ny =200, r =2
Zweistufiges Verfahren K= (?) . (?gg) > 10100

k=2,Ny=500,r=1

einheiten) aus. Die Anzahl der moglichen Stichproben betrigt (k) . (NO) und
r ngy

entsprechend Definition 1.1 gelangt jedes Element der Grundgesamtheit mit der
r

gleichen Wahrscheinlichkeit p = 1 - < in die Stichprobe.
0

Beispiel 1.1

Aus einer Grundgesamtheit mit N = 1000 Objekten soll eine Zufallsstichprobe
ohne Zuriicklegen vom Umfang n = 100 gezogen werden. Tabelle 1.1 gibt fiir ver-
schiedene Verfahren die Anzahl der Stichproben an, die Wahrscheinlichkeit der
Auswahl ist fiir jedes Objekt p = 0,1.

1.2
Mathematische Modelle fiir Grundgesamtheit und Stichprobe

In der mathematischen Statistik werden Begriffe definiert, die als Modelle (Ver-
allgemeinerungen) fiir die in der Empirie gebréuchlichen Begriffe verwendet wer-

7



8

1 Grundbegriffe der mathematischen Statistik

den. Der Grundgesamtheit, die einer Haufigkeitsverteilung der Merkmalswerte
entspricht, wird als Modell die Wahrscheinlichkeitsverteilung gegentibergestellt.
Die durch ein Zufallsstichprobenverfahren entstandene konkrete Stichprobe wird
durch die realisierte (theoretische) Zufallsstichprobe modelliert. Diese Modell-
vorstellungen sind dann addquat, wenn der Umfang N der Grundgesamtheit sehr
grof$ im Vergleich zum Umfang # der Stichprobe ist.

Definition 1.2
Eine n-dimensionale Zufallsvariable

Y=, 9) , nx1
mit den Komponenten y; heift Zufallsstichprobe, wenn

« die y, die gleiche durch die Verteilungsfunktion F(y;, 8) = F(y, 8) charakteri-
sierte Verteilung mit dem Parameter(vektor) 8 € Q C R? haben und

« die y, voneinander stochastisch unabhingig sind, sodass fiir die Verteilungs-
funktion F(Y, 6) von Y

E(Y,0) = HF(yl», 0),0 € Q CR?

i=1
gilt.

Die Werte Y = (y;, ¥5, ---, ¥,,)T einer Zufallsstichprobe Y heifien Realisationen.
Die Gesamtheit { Y’} aller moglichen Realisationen von Y heif3t Stichprobenraum.
In diesem Buch werden Zufallsvariablen fett gedruckt, und der Stichproben-
raum { Y} liegt stets im n-dimensionalen euklidischen Raum, d.h. {Y'} ¢ R".
Die Funktion

oY

fy,0) = FX | fiir kontinuierliche y
L(Y,0) =
rY,0), fir diskrete y

mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion p(Y, ) bzw. der Dichtefunktion f(Y, 6) bei
gegebenem Y als Funktion von 6 heif3t Likelihood-Funktion.

Das Wort Zufallsstichprobe kann nun folgendes bedeuten:

o Zufallsstichprobe als Zufallsvariable Y nach Definition 1.2,
o (konkrete) Zufallsstichprobe als Teilmenge einer Population (Grundgesamt-
heit), die nach einem Zufallsstichprobenverfahren ausgewihlt wurde.

Die Realisationen Y einer Zufallsstichprobe Y werden wir dagegen stets realisier-
te Zufallsstichprobe nennen.

Eine Zufallsstichprobe Y ist das mathematische Modell des reinen Zufallsstich-
probenverfahrens, konkrete Zufallsstichprobe und realisierte Zufallsstichprobe
entsprechen einander auch in der Symbolik.



1.3 Suffizienz und Vollstdndigkeit

Wir beschreiben in diesem Buch das ,klassische” Vorgehen, nach dem Y mit
der Verteilungsfunktion F(Y, 8) mit dem festen (nicht zufilligen) Parameter 8 €
0 C R? verteilt ist. Daneben gibt es das Bayessche Vorgehen, bei dem man ein
zufilliges 6 annimmt, das mit einer a-priori-Verteilung mit einem als bekannt
vorausgesetztem Parameter ¢ verteilt ist. Beim empirischen Bayesschen Vorge-
hen wird die a-priori-Verteilung aus bereits ermittelten Daten geschitzt.

1.3
Suffizienz und Vollstandigkeit

Eine Zufallsgrofle enthidlt gewisse Informationen iiber die Verteilung und deren
Parameter. Vor allem fiir grofie n (etwa n > 100) mochte man die Elemente der Zu-
fallsstichprobe so verdichten, dass moglichst wenige neue Zufallsvariablen mog-
lichst viel von dieser Information enthalten. Diese unklar formulierte Wunschvor-
stellung soll jetzt schrittweise bis zum Konzept der minimal suffizienten Maf3zahl
prézisiert werden. Zunéchst wiederholen wir hier die Definition einer Exponen-
tialfamilie.

Die Verteilung einer Zufallsvariablen y mit dem Parametervektor 8 = (8,, 0,,
., 0 p)T gehort zu einer k-parametrischen Exponentialfamilie, wenn ihre Likeli-
hood-Funktion in der Form

(3, 0) = h(y)eZic 1O T,0)-BO)

geschrieben werden kann, wobei folgendes gilt:

» 7, und B sind reelle Funktionen von 6 und B héngt nicht von y ab.
« Die Funktion /4(y) ist nichtnegativ und héngt nicht von 6 ab.

Die Exponentialfamilie ist in kanonischer Form mit den sogenannten natiirlichen
Parametern 7, falls ihre Elemente als

k
Fum) = h(p)eZim 1 TO=AD  mit =gy, ., )T

geschrieben werden konnen.

Wir gehen von einer Verteilungsfamilie (Py, 6 € Q) von Zufallsvariablen y mit
der Verteilungsfunktion F(y, 8), 8 € Q aus. Die Realisationen Y = (y,, ..., y,,)T
der Zufallsstichprobe

Y=y, 9 9"

mit wie y verteilten Komponenten liegen im Stichprobenraum {Y}. Nach Defi-
nition 1.2 ist mit F(y, 8) auch die Verteilungsfunktion F(Y, 6) einer Zufallsstich-
probe Y eindeutig festgelegt.

9
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Definition 1.3
Eine messbare Abbildung M = M(Y) = [M(Y), ..., M (Y)]', r < nvon {Y} auf
einen Raum { M}, die nicht von 6 € Q abhingt, heif3t (statistische) Mafizahl oder
auch Statistik.

Definition 1.4

Eine MafSzahl M heif3t suffizient oder erschopfend beziiglich einer Verteilungs-
familie (Py, @ € Q) bzw. beziiglich 8 € Q, falls die bedingte Verteilung einer Zu-
fallsstichprobe Y bei gegebenem M = M(Y) = M(Y) von 8 unabhingig ist.

Beispiel 1.2

Die Komponenten einer Zufallsstichprobe Y mogen einer Zweipunktverteilung
mit den Werten 1 und O folgen. Dabeisei P(y; =1) = pund P(y; =0) =1 — p mit
O0< p<1l.Dannist M =M(Y) = Z;;l y; suffizient beziiglich 8 € (0,1) = Q. Um
das zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass P(Y = Y| Z;;l y; = M) von p un-
abhiingig ist. Nun ist P(Y = Y|M) = % M =0,1,...,n. Aus der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung wissen wir, dass M = M(Y) = }."" | y; binomialverteilt
ist mit den Parametern » und p, also gilt:

P(M = M) = (;’4>pM(1—p)"-M, M=01,..,n

Ferner ist mit y; = 0 oder y; = 1 und A(M) = {Y|M(Y) = M}
PlY =Y, MXY)=MI=P(y, =y -+ ¥y = ¥ any(Y)

n 1 L
=H<< >py,(1_p)1 y,>[A(M)(Y)
i=1 \\Ji
= pZiaYi(1 = py"Zia Ly (Y)
=pMa-p™

Daher ist P(Y = Y|M) = — und das ist unabhingig von p.

G

Auf diese Weise ist der Nachweis der Suffizienz recht mithsam, er gelingt aber
auch fiir kontinuierliche Verteilungen, wie das nichste Beispiel zeigt.

Beispiel 1.3

Die Komponenten y; einer Zufallsstichprobe ¥ vom Umfang # seien nach N(¢, 1)
mit Erwartungswert y# und Varianz o2 = 1 verteilt. Dann ist M = Y y, suffizient
beziiglich 4 € R! = Q. Um das zu zeigen, vermerken wir zunichst, dass ¥ nach
N(ue,,, E,) verteilt ist. Nun fithren wir die eineindeutige Transformation

. 1 el
Z=AY=(z1=Zyi,y2—y1,...,yn—yl) mit A= . "
“fn-1
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durch, es gilt |A| = n. Wir schreiben Z = (21, Z,) = (X ¥, Y3 — Y15 > VY — V1)
und sehen, dass

coV(Z,, z;) = cov(Z,, M) = cov ((—e,_1, E,_|)Y, e, Y) =0,_,

gilt.

Wegen der Normalverteilungsannahme sind damit M und Z, stochastisch un-
abhéngig. Damit sind Z,, aber auch Z,|M und auch Z|M von g unabhéangig. We-
gen der Eineindeutigkeit der Abbildung Z = AY ist auch Y |M von i unabhéngig
und damit ist M = Y y; suffizient beziiglich y € R'. Mit M = Y y, und einer
reellen Zahl ¢ # 0 ist stets auch ¢M also z. B. % Y y; = y suffizient.

Die Suffizienz spielt nun aber in der mathematischen Statistik eine so grof3e Rolle,
dass wir einfachere Methoden zum Nachweis der Suffizienz und vor allem zum
Auffinden suffizienter MafSzahlen benétigen. Der nachfolgende Satz hilft uns da
weiter.

Satz 1.1 Zerlegungssatz

Gegeben sei eine Verteilungsfamilie (Py, 8 € Q) einer Zufallsstichprobe Y, die
von einem endlichen Maf$ v dominiert wird. Die Mafzahl M(Y) ist genau dann
beziiglich 6 suffizient, wenn die Radon-Nikodyn-Dichte f, von P, beziiglich v in
der Form

Jo(Y) = gg[M(Y)]h(Y) (1.1)

v- fast iiberall geschrieben werden kann, wobei gilt: die v-integrierbare Funkti-
on g, ist nichtnegativ und messbar, % ist nichtnegativ und #(Y) = 0 nur fiir eine
Py4-Nullmenge.

Der allgemeine Beweis stammt von Halmos und Savage (1949), man findet ihn
auch z. B. bei Bahadur (1955) oder Lehmann (1959).

Wir beschiftigen uns in diesem Buch nur mit diskreten und kontinuierlichen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen, die die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillen.
Den Beweis des Satzes fir solche Verteilungen gibt Rasch (1995). Wir verzichten
hier auf dessen Wiederholung.

Fiir diskrete Verteilungen bedeutet dieser Satz, dass die Wahrscheinlichkeits-
funktion die Form

p(Y, 0) = g[M(Y), O1h(Y) (1.2)
hat. Fur kontinuierliche Verteilungen hat die Dichtefunktion die Form

SY,0) = gIM(Y), 01h(Y) (1.3)
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Korollar 1.1

Ist die Verteilungsfamilie (P*(60), 6 € Q) der Zufallsvariablen y eine k-parametri-
sche Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameter # und der Likelihood-Funk-
tion

L) = 1 (eZm 0400 (1.4)

so ist mit der Zufallsstichprobe Y = (y;, ¥, ..., ¥,)T

n n T
i=1 i=1

suffizient beziiglich 6.
Beweis: Es gilt
i k n *
Ly, ) = [ 1 (peZrm s i Mi00=aw (L6)
i=1

und das hat die Form (1.2) bzw. (1.3) mit 4(Y) = H;;l h*(y;)und 6 = 7.

Definition 1.5
Zwei Likelihood-Funktionen L,(Y;, ) und L,(Y,, 0) heifSen dquivalent, L, ~ L,,
wenn

L, (Yy,0) = a(Yy, Y,)Ly(Y,, 0) (1.7)

mit einer von 6 unabhéngigen Funktion a(Y;, Y;) ist.
Dann folgt aus Satz 1.1

Korollar 1.2
M(Y) ist genau dann suffizient beziglich 6, wenn die Likelihood-Funktion
L,,(M, 8) von M = M(Y) dquivalent zur Likelihood-Funktion einer Zufallsstich-
probe Y ist.

Beweis: Ist M(Y) suffizient, so hat mit L(Y, ) wegen
Ly (M, 0)=a(Y)L(Y,0),a(Y)>0 (1.8)

auch L,,(M, ) die Form (1.1). Gilt andererseits (1.8), so folgt, dass die bedingte
Verteilung einer Zufallsstichprobe Y bei gegebenem M(Y) = M von 6 unabhingig
ist.
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Beispiel 1.4
Die Komponenten y; einer Zufallsstichprobe ¥ = (y;, ¥,, ..., ¥,)" seien nach
N(p, 1) verteilt. Es gilt:

L(Y, p{) = ;ne_%(y_ﬂgn)'r(y_ﬂ%]) — ;ﬂe_% p (}/i—j/)ze—%(j/—ﬂ)z
(\/271) (\/271)
(1.9)
Da M(Y) = y nach N(4, i) verteilt ist, ist
n _nes 2
Ly(3,p) = e 207 (1.10)

2

und damit gilt L, (¥, ) ~ L(Y, 4) und ¥ ist suffizient beziiglich y.
Allgemein folgt unmittelbar aus Definition 1.4

Korollar 1.3
Ist ¢ > 0 eine von 8§ unabhéngig gewahlte reelle Zahl und M(Y) suffizient beziig-
lich 6, so ist auch cM(Y) suffizient beziiglich 6.

Soistalsoz.B.mit M=) y,undc = i auch i Y y; = y suffizient.

Man kann nun die Frage stellen, ob es unter den suffizienten Maf3zahlen beziig-
lich einer Verteilungsfamilie P*(8), 8 € Q solche Mafizahlen gibt, die in einem
noch zu definierenden Sinne minimal sind, also moglichst wenige Komponenten
enthalten. Wie das folgende Beispiel zeigt, ist diese Frage nicht abwegig.

Beispiel 1.5
Es sei P*(0), 0 € Q die Familie der N(u, 0%)-Normalverteilungen (¢ > 0). Wir
betrachten die Maf3zahlen einer Zufallsstichprobe ¥ vom Umfang n:
M,Y)=Y
T
My(Y)=(93,...,92)

T
r n

MS(Y)=(ny,Zy?,) , r=1,...,n—-1
i=1

i=r+1

My(Y) = (Z y?)

i=1

die alle beziiglich o2 suffizient sind. Das zeigt man sehr einfach mithilfe von Ko-
rollar 1.1 zum Zerlegungssatz. Die Likelihood-Funktion von M;(Y) und Y sind
identisch (und damit dquivalent). Da mit den y; auch die y? unabhiingig sind und
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2
die Z—; = x? nach CQ(1) x*-verteilt sind, folgt nach der Transformation y? = 0?7

1 n
Ly (My(Y),0%) ~ L(Y, 0*) = — e 32 T (1.11)
(2mo?)2

Analog verfihrt man mit M;(Y) und M, (Y).

Sicher stellt M,(Y) die weitestgehende Zusammenfassung der Komponenten ei-
ner Zufallsstichprobe Y dar und ist gegeniiber den anderen Mafszahlen vorzuzie-
hen.

Definition 1.6

Eine beziiglich 6 suffiziente Maf3zahl M*(Y) heif$t minimal suffizient beziiglich 6,
wenn sie sich als eine Funktion jeder anderen suffizienten Maf3zahl M(Y') darstel-
len lasst.

Betrachten wir Beispiel 1.5, so ist
M(Y) = ME(V)My(Y) = eT M, = (1 1)M3 L or=1,...,n—1

Damit kann M,(Y) als Funktion aller suffizienten Maf3zahlen des Beispiels ge-
schrieben werden. Fiir M;(Y), M,(Y) und M4(Y) gilt das nicht, sie sind keine
Funktionen von M, (Y). M,(Y) ist die einzige Maf3zahl des Beispiels 1.5, die mi-
nimal suffizient beziiglich 62 sein kénnte. Wir werden sehen, dass sie tatsichlich
diese Eigenschaft besitzt. Wie kann man nun aber die Minimalsuffizienz feststel-
len? Wir tiberlegen uns, dass man mithilfe einer Mafzahl M(Y) den Stichproben-
raum in elementefremde Teilmengen derart zerlegen kann, dass alle Y, fiir die
M(Y) den gleichen Wert M ergibt, derselben Teilmenge angeho6ren. Umgekehrt
ist durch eine gegebene Zerlegung auch die Maf3zahl definiert. Wir definieren nun
eine Zerlegung, von der wir zeigen werden, dass durch sie eine minimal suffiziente
Maf3zahl gegeben ist.

Definition 1.7

Es sei Y € {Y} ein fester Punkt im Stichprobenraum (ein bestimmter Wert ei-
ner realisierten Zufallsstichprobe), der die Realisationen einer Zufallsstichprobe
Y mit Komponenten aus einer Familie (P*(6), 8 € Q) von Wahrscheinlichkeits-
verteilungen enthilt. Uber die Likelihood-Funktion L(Y, 8) wird durch

M(Yy) = {Y : L(Y, 0) ~ L(Y,, 0)} (1.12)

eine Teilmenge in {Y'} definiert. Lassen wir Y, den ganzen Stichprobenraum {Y'}
durchlaufen, so wird eine Zerlegung erzeugt. Diese Zerlegung heif3t Likelihood-
Zerlegung, die ihr entsprechende MafSzahl M, (Y) fiir die M, (Y) = konst. fiir alle
Y € M(Y,) und fiir jedes Y, gilt, heif3t Likelihood-Mafzahl.
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Bevor wir mit dieser Methode minimal suffiziente Maf3zahlen fiir einige Beispiele
konstruieren, formulieren wir den

Satz 1.2
Die Likelihood-Maf3zahl M; (Y') ist minimal suffizient beziiglich 6.

Beweis: Fiir die Likelihood-Mafizahl M; (Y) gilt mit Y, Y, € {Y}
M (Y)) =M (Y,)

genau dann, wenn L(Y7, 8) ~ L(Y,, 6) ist. Damit ist L(Y, 6) eine Funktion von
M; (Y) der Form

L(Y,0) = a(Y)g" (M (Y), 0) (1.13)

und nach dem Zerlegungssatz ist M| (Y) suffizient beziiglich 0. Ist M(Y') eine be-
liebige andere beziiglich 6 suffiziente Mafizahl und gilt fiir zwei Punkte Y, Y, €
{Y} die Beziehung M(Y ;) = M(Y,) sowie L(Y;, 6) > 0 mit i = 1, 2, so folgt eben-
falls aus dem Zerlegungssatz

L(Y;, 0) = h(Y)gM(Y ), 0) = h(Y,)g(M(Y ), 0)
wegen M(Y,) = M(Y,) und L(Y,, ) = h(Y,)g(M(Y,), ) bzw. g(M(Y,),6) =

L(Y,,0)
h(Yy)

Damit wird L(Y7, 6) zu
L(er 6) = wL(er 6)7 h(Y2) >0
h(Y,)

sodass L(Y;,0) ~ L(Y,, 0) ist. Das ist aber gerade die Bedingung dafiir, dass
M(Y ) = M(Y,) ist. Folglich ist M| (Y) eine Funktion von M(Y), wie M(Y) auch
gewihlt wird und damit minimal suffizient.

Wir demonstrieren das Verfahren an zwei Beispielen.

Beispiel 1.6

Die Komponenten y; einer Zufallsstichprobe Y seien nach B(N, p), N fest, 0 <
p < 1 binomialverteilt. Es ist eine beziiglich p minimal suffiziente Maf3zahl ge-
sucht. Die Likelihood-Funktion ist

Ly, p =] (N

)p”(l -,y =01, N
i=1 '

i

Fiiralle Yy = (591, ---» Yon) T € {Y} mit L(Y,, p) > O ist

L(Y, p) _ H?:l (];]’) ( p )Z,Zl(y,—yo,-)
LYo, p) I, (yN) 1-p

i=



16

1 Grundbegriffe der mathematischen Statistik

Damit ist M(Y,) auch durch M(Yy) ={Y : Y}/, ;= X/, ¥o;} definiert, da gerade
dort L(Y, p) ~ L(Y,, p) gilt. Folglich ist M(Y) = Z:;l ¥, eine minimal suffiziente
Maf3zahl.

Beispiel 1.7
Die Komponenten y; einer Zufallsstichprobe Y = (y,, ¥, ..., ¥,,)T seien gamma-
verteilt. Dann ist fiir y; > 0

a™* s T ke
Y,a,k) = aYio Vi I I k=1
L el = qagpe " L

Firalle Y, = (§y1s-..» Yon) - € { Y} mit L(Y,, a, k) > 0 ist
0 Yo1 Yon 0

no k-1
LY, a, k) _ AT YR ) [T i
LYy, a, k) )

Ist @ vorgegeben, so ist []/_, ¥, minimal suffizient beziiglich . Ist k bekannt, so
ist ) y; minimal suffizient beziiglich a. Sind @ und k unbekannte Parameter, so
ist ([T%, ;> X, ¥;) minimal suffizient beziiglich (a, k).

Allgemein gilt:

Satz 1.3
Ist (P*(0), 8 € Q) eine k-parametrische Exponentialfamilie mit der Likelihood-
Funktion in kanonischer Form

L(y, 0) = ezfzo WiMi(J/)—A(W)h(y)

wobei die Dimension des Parameterraumes gleich & ist (d. h., die 7, ..., 7, linear
unabhingig sind), dann ist

n n T
MY) = (Z My (¥ e ZMkm))
i=1 i=1

minimal suffizient beziiglich (P*(0), 6 € Q).

Beweis: Die Suffizienz von M(Y) folgt aus Korollar 1.1 zum Zerlegungssatz, und
die Minimalsuffizienz folgt aus der Tatsache, dass M(Y') die Likelihood-Maf3zahl
ist, denn es ist genau dann L(Y, 6) ~ L(Y,, 6), wenn

k n
D1y D IM(3,) — My(3,)] = 0
j=1 =l

gilt, und wegen der linearen Unabhéngigkeit der #; ist das nur dann der Fall, wenn
M(Y) = M(Y ) gilt.
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Beispiel 1.8

Es sei (P*(0), 0 € Q) die Familie der zweidimensionalen Normalverteilungen mit

der Zufallsvariablen (’;), dem Erwartungswertvektor y = (Z*) und der Kovarianz-
y

2
matrix X = (;‘ ) ) Das ist eine vierparametrische Exponentialfamilie mit den
o
y
natiirlichen Parametern
_Ha st ] S - L
M=o =23 3 202 292
x y x Jy

und den Faktoren

x
| G)] = e
x
| ()] ==
2 2
1 /'{x 'u}’
A== =+ —=
(1) 2 <02 * 02)
x y
Ist dim(Q) = 4, so ist
n n n n T
M= <2M1,. SODMy, Y My, ZM4i>
i=1 i=1 i=1 i=1
minimal suffizient beziiglich (P*(0), 8 € Q). Nehmen wir an, (P*0),0 € ) C
(P*(0), 0 € Q) sei die Teilfamilie von (P*(), 0 € Q), fiir die 02 = ai = o2 gilt,

dann ist dim(Q) = 3, und M ist nicht minimal suffizient beziiglich P*6),6 € Q.
Die natiirlichen Parameter von Iv)*(H), 6 € QO sind

_ Uy _ 'MJ’ _ 1
’71-;» '12-;» '13——@
ferner ist A() = #(//li + ui) und die Faktoren der #; sind

(0] R () EER (] s
y y y
Beziiglich P*0),0 € Qist
n n n T
M= (Z{Mu ’ Z}Mzi ) Z}Mm)

minimal suffizient.

Wie in Kapitel 6 am Beispiel des Modells II der Varianzanalyse gezeigt wird, ist
das Ergebnis von Satz 1.3 auch in komplizierteren Modellen geeignet, minimal
suffiziente Maf3zahlen zu finden.
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Eine fiir die Schétztheorie weitere wichtige Eigenschaft ist die Vollstidndigkeit
bzw. beschriankte Vollstindigkeit, die wir gemeinsam durch folgende Definition
einfithren.

Definition 1.8
Eine Verteilungsfamilie P = (Py, 0 € Q) mit der Verteilungsfunktion F(y, 0), 6 €
Q heifit vollstdndig, wenn fiir jede P-integrierbare Funktion 4(y) der Zufallsva-
riablen y aus

Elh(y)] = Jh(y) dF(y)=0 furalle 8€ Q (1.14)

die Beziehung
Pylh(y) =0]1=1 firalle €0 (1.15)

folgt. Folgt (1.15) aus (1.14) nur fir beschrénkte Funktionen /(y), so heifit P =
(Py, 0 € Q) beschrinkt vollstiandig.

Wir wollen ein Beispiel fiir eine vollstindige Verteilungsfamilie betrachten.

Beispiel 1.9
Es sei P die Familie {Pp}, p € (0,1) der Binomialverteilungen mit der Wahr-
scheinlichkeitsfunktion

p(y, p) = (;);ay(l -p)7 = <Z>vy(1 -p)", 0<p<l1

y=01,...,n, v P

Integrierbarkeit von /4(y) bedeutet Endlichkeit von (1 — p)” Z;=O h( y)(Z) v? und
aus (1.14) folgt

Z h(y)<n>vy =0 fiuralle p€(0,1)
y=0 y

Das ist ein Polynom #n-ten Grades in v, das hochstens # reelle Nullstellen besitzt.
Damit diese Gleichung fiir alle v € R* erfiillt ist, muss (;’/)h(y) firy=0,1,...,n
verschwinden, und da alle (;) > 0 sind, impliziert das Py[h(y) = 0] = 1 fiir alle
p €(0,1).

Satz 1.4
Eine k-parametrische Exponentialfamilie der Verteilung der suffizienten Maf3zahl
ist unter den Voraussetzungen von Satz 1.3 (dim(Q)) = k) vollstindig.

Den Beweis findet man bei Lehmann (1959, S. 132).
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Definition 1.9
Gegeben sei eine Zufallsstichprobe Y = (y,, ¥,, ..., ¥,)’, deren Komponenten
einer Verteilung aus der Familie

P* = (P, 0 € Q)

folgen. Eine Mafizahl M(Y), deren Verteilung von 8 unabhéngig ist, heifit Hilfs-
mafSzahl. Ist P die Familie der durch die Maf3zahl M(Y) aus P* induzierten Ver-
teilungen und ist P vollstindig und M(Y) suffizient beziiglich P*, so heifst M(Y)
vollstindig suffizient.

Beispiel 1.10

Es sei P* die Familie der Normalverteilungen N(y, 1) mit Erwartungswert y = 0
und Varianz 1, d. h,, es gilt Q = R!. Das ist eine einparametrische Exponentialfa-
milie mit dim(Q2) = 1, die nach Satz 1.4 vollstindig ist. Ist Y = (¥, ¥, ..., ¥,)T
eine Zufallsstichprobe mit Komponenten aus P*, so ist M;(Y) = y nach N (g, i)
verteilt. Die Familie der Verteilungen von P* ist folglich auch vollstindig. We-
gen Satz 1.3 ist ¥ minimal suffizient und damit vollstindig suffizient. Die durch
(n—DM,(Y)=Y, y? — n¥?* induzierte Verteilungsfamilie der CQ(# — 1)-Vertei-
lungen (y2-Verteilungen mit # — 1 Freiheitsgraden) ist von i unabhingig. Folglich
ist s2 = anl Z?:l (y; - )* beziiglich 4 = 6 eine Hilfsmafzahl.

Wir schlief3en diesen Abschnitt ab mit

Satz1.5

Essei Y eine Zufallsstichprobe mit Komponenten aus P = (Py, 6 € Q) und M, (Y)
beschrankt vollstdndig suffizient beziiglich P. Ist ferner M,(Y) eine Maf3zahl mit
einer von 6 unabhingigen Verteilung, so sind M, (Y) und M,(Y) unabhingig.

Beweis: Es sei {Y,} C {Y} eine Teilmenge des Stichprobenraumes {Y'}. M,(Y)
bildet {Y'} auf {M} und {Y,} auf {M,} ab. Da die Verteilung von M,(Y) von
0 unabhingig ist, ist P[M,(Y) € {M,}] von 6 unabhingig. Dariiber hinaus ist
wegen der Suffizienz von M, (Y) beziiglich 6 auch P[M,(Y) € {M,}|M,(Y)] von
0 unabhéngig. Wir betrachten die Maf3zahl

h(M,(Y)) = PIM,(Y) € {My}|M(Y)] — PIM,(Y) € {M,}]
die von M, (Y) abhéngt, sodass analog zu (1.14)
Eglh(M(Y))] = Eg[PIM,(Y) € {M}IM(Y) — PIM,(Y) € {M,}1]1 =0

fiir alle 8 € Q folgt. Da M, (Y) beschrénkt vollstandig ist, gilt fiir alle & € Q mit
Wahrscheinlichkeit 1 analog zu (1.15) P[M,(Y) € {My}|M,(Y)] — P[M,(Y) €
{M,}] = 0 und das bedeutet, dass M, (Y) und M,(Y) unabhéngig sind.
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1.4
Der Informationsbegriff in der Statistik

Bei der heuristischen Einfithrung suffizienter Maf3zahlen in Abschn. 1.2 war da-
von die Rede, dass eine Mafizahl die Information einer Stichprobe weitgehend
ausschopfen sollte. Suffizient wird daher auch mit erschopfend iibersetzt. Was
soll aber unter der Information einer Stichprobe eigentlich verstanden werden?
Der Informationsbegriff wurde von R.A. Fisher in die Statistik eingefiihrt, und
seine Definition ist auch heute noch von grofier Bedeutung. Wir sprechen in die-
sem Zusammenhang von der Fisher-Information. Ein weiterer Informationsbe-
griff stammt von Kullback und Leibler (1951), wir wollen aber hier nicht weiter
auf diese Definition eingehen. Wir beschranken uns in diesem Abschnitt zunachst
auf Verteilungsfamilien

P=(Py, 0 €Q),QCR!

mit reellen Parametern 6. Mit L( y, 8) wird die Likelihood-Funktion (Y = y) von P
bezeichnet.

Definition 1.10
Essei y nach P = (Py, 0 € Q), Q C R verteilt. Weiter sei folgende Voraussetzung
V1 erfillt:

1. Q ist ein offenes Intervall.

2. Fiirjedes y € {Y'} und fiir jedes 8 € Q existiert %L(y, 0) und ist endlich. Die
Menge der Punkte, in denen L(y, 8) = 0 ist, hdngt nicht von 6 ab.

3. Fiirjedes 6 € Q existiert ein € > 0 und eine positive Py-integrierbare Funktion
k(y, 0) derart, dass fiir alle 6, in einer e-Umgebung von 6

'L(y, 0) — L(y, 0,)

0_ 60 S k(yr 80)

gilt.
4. ad_eL( y, 0) ist quadratisch Py-integrierbar und es ist fiir alle 6 € Q

0<E{ [%lnL(y, 9)]2}

Dann heif3t
a 2
16)=E { [% InL(y, 9)] } (1.16)

die Fisher-Information der Verteilung Py bzw. von y.

Aus der dritten Bedingung von V1 folgt, dass Py-Integration und Differentiation
nach 0 fur L(y, 0) vertauscht werden kénnen, und wegen

0
5L 0)

0
9 gy =20
26 "0 =0
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ist

9 9
[%lnL(y, 9)] =J S InL(5, 6)L(y, O)dy =~ JL(y, 6)dy=~51=0

Y Y

fir alle 8 € Q. Damit ist
1(6) = var { ;—9 InL(y, 0)} (1.17)

Es existiere nun auch die zweite Ableitung von In L(y, ) nach 6 fiir alle y und
0, und es sei IY L(y, 0) dPy zweifach differenzierbar, wobei man Integration und
zweifache Ableitung vertauschen kann. Dann gilt wegen

2
LG, 02105, 0) - (L3, 0))

ﬁ InL(y, 6) = (L(y, 6))?
2
_ aezL(J’» 9) %L(y’ 9
L(5,0) L(y, 0)

und

6 0%
0= 302 JlnL(y, 0)dpP, = J EY InL(y, 0)dP,

die Beziehung

2
E, [ﬁlnL(y, 9)] - -E, { [%lnL(y, 9)] } = 1)

und damit
1(6) = [ 0 InL(y, 9)] (1.18)

Wir geben je ein Beispiel fiir eine diskrete und eine kontinuierliche Verteilung.

Beispiel 1.11
Es sei P die Familie der Binomialverteilungen mit gegebenem » und Q = (0, 1).
Die Likelihood-Funktion ist

L(y, p) = <Z>py(1 -p"?

=y

Die Voraussetzung V1 ist erfiillt, denn das Quadrat von % InL(y, p) = % -1

N

besitzt nach Ubergang zu zufilligem y den endlichen Erwartungswert

2 n 2
I(p)=E, [ai InL(y, p)] =y <1 - u) <”)py<1 -
)4 o\p l-p y
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und daraus folgt

I(p) = , O0<px<l1

_n
p(1—p)

Beispiel 1.12
Es sei P die Familie der N(u, 62)-Verteilungen mit bekanntem o2. Wir haben Q =

R!, und die Likelihood-Funktion hat die Form L(y, u) = ;\/Z_e_ﬁ(y_”)z. Auch
g T
fir diese Verteilung ist V1 erfillt. Wir erhalten %L( V0 = ﬁ( y—u)und I(y) =

L —u21=1 =1
SE(y -] = Zvar(y) = .
Wir beweisen nun die Additivitatseigenschaft der Fisher-Information.

Satz 1.6

Existiert fiir eine Familie P von Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit Q = R! die
Fisher-Information 1(6) = I;(0) und ist Y = (y,, ¥, ..., ¥,)" eine Zufallsstich-
probe mit Komponenten y; (i = 1, ..., n), die nach P; € P verteilt sind, so ist die
Fisher-Information /,,(6) der Verteilung von Y durch

1,(0) = nl,(0) (1.19)

gegeben.

Beweis: Aus Definition 1.2 folgt, dass die Likelihood-Funktion L, (Y, 8) einer Zu-
fallsstichprobe Y gleich

LY, 60) =[] Ly, 0
i=1
ist. Damit ist

InL,(Y,6) =Y InL(y, 0)

i=1
und

n

0 0
—InL (Y,0) = —InL(y,0
=5 N L,(Y,0) ;ae“(”)

Folglich wird wegen (1.17)

1,(0) = var { % InL, (Y, 6)} = zn:var { % InL(y;, 6)} = nl,(0)
i=1
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Satz 1.7

Es sei M(Y) eine suffiziente Maf3zahl beziiglich der Verteilung P, € P, Q C R!
der Komponenten der Zufallsstichprobe Y = (y,, y,, ..., y,)'. Die Verteilung Py
erfiille die Bedingung V1 von Definition 1.10. Dann existiert die Fisher-Informa-
tion

a 2
1,6) = { [% InL,,(M, 9)] } (1.20)

von M = M(Y), wobei L,,(M, 6) die Likelihood-Funktion von M ist, und es gilt

1,(0) =1,,6) (1.21)

Beweis: Nach (1.2) bzw. (1.3) ist
L(Y, 0) = h(Y)g(M(Y), 6)
und damit

d 0
3 InL(Y,0) = 3 Ing(M(Y), 6)

da /(Y) nach Voraussetzung von 6 unabhingig ist. Wegen Korollar 1.1 von
Satz 1.1 gilt fiir die Likelihood-Funktion L ,,(M, 6) von M auch Bedingung V1 von
Definition 1.10, und damit existiert 7,,(6) von (1.20). Wegen der Aquivalenz von
L,/(M, 0) und L(Y, 0) folgt weiterhin die Behauptung wegen % InL,,(M,0) =
% In g(M, 0).

Folglich ist die Fisher-Information einer suffizienten Maf3zahl gleich der der
Zufallsstichprobe.

Ist 0 € Q C R?, so geben wir folgende

Definition 1.11

Essei y nach Py € P, Q CR?,0=(0,,..., Gp)T verteilt, und fiir jede Kompo-
nente 6; (i =1, ..., p) mogen die Bedingungen 2 bis 4 von V1 in Definition 1.10
erfillt sem 0 sei ein offenes Intervall im R”. Ferner existiere der Erwartungs-
wert von — lnL(y, 9) 9 |n L(y, 0) fiur alle Gund alle i, j = 1, ..., p. Dann heif3t

die quadratlsche Matrlx der Ordnung p
10)=0), i,j=1..,p
mit
16) = E { 2 Ly, 0= InL(y, 9)}
00, a9,

die (Fishersche) Informationsmatrix beziiglich Pg.
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Beispiel 1.13
Die Zufallsvariable y sei nach N(u, 02) verteilt mit 6 = (4, 0*)T € R x R* = Q.
Dann ist

InL(y,0)=—-InV2m— —lna - —(y uy?

und die Voraussetzung von Definition 1.11 ist mit 6; = y und 6, = ¢? erfiillt. Es
ist
i lnL(y, 0) = _2!4

und %mL(y,H) —ZL+—(y u?

Wegen E[(y — p)*] = var(y) = o2 ist 1;,(0) = 2, und weil die Schiefe y; = 0 ist
und wegen E(y — y) = 0 ist I;,(0) = I,;(0) = 0. “Ferner gilt:

0 | 1
[ﬁlnL(y,G)] —F——(y W+ Ug(y—u)‘*

und daher ist wegen E[(y — u)*] = 30* (denn es ist y, = 0)

122=E{[%IHL(y,6)]2} =ﬁ [i_%ﬂ_&” =ﬁ

und wir erhalten

L0
(3 )
0 =

Definieren wir dagegen 6, = ¢ und 8, = ¢, so ist % InL(y, 0)=—-= + —(y w)>.
Wiéhrend I, I, und I,, unveridndert bleiben, wird

9 2 1 2
122=E{[%lnL(y,6)] }=§[1—2+3]=§

und damit ist

L 0
o5 2)

Aus diesem Beispiel ersieht man, dass die Fisher-Information nicht invariant
gegeniiber Parametertransformationen ist. Aus der Kettenregel der Differenzial-
rechnung folgt allgemein der

Satz 1.8

Essei ¢ = h(0) eine in Q C R! monotone und beziiglich 6 differenzierbare Funk-
tion, 4 bilde Q auf IT ab. Dann existiert die nach y differenzierbare Umkehrfunk-
tion 6 = g(y). Unter den Voraussetzungen von Definition 1.10 sei I(6) die Fisher-
Information der Verteilung P, € I1. Die Fisher-Information /*(y) der Verteilung
P, (d.h, Py geschrieben mit dem transformierten Parameter) ist dann

2
I"(y) = 1(0) ( g(w)) (1.22)
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In Beispiel 1.13 war (fiir festes 4) 6 = 02, y = v/6 = o und % =2y = 20. Nach
Satz 1.8 ist also mit /(0?) = %

I"(y) = I(6®)40® = %
o

In Kapitel 2 benotigen wir folgende Ungleichung:

Satz 1.9 Ungleichung von Rao und Cramér

Es gelte Bedingung VI von Definition 1.10 fiir die Komponenten der Zufallsstich-
probe Y, deren Likelihood-Funktion L(Y, 0) ist. Die Menge {Y,;} = {Y € {Y}:
L(Y, 0) = 0} der Punkte des Stichprobenraumes, fiir die L(Y, ) = 0 ist, hdange
nicht von 6 ab. Es sei Py € P = (Py, 0 € 2),Q C R! die Verteilung der Kompo-
nenten, und M(Y) sei eine Mafdzahl mit Erwartungswert E[M(Y)] und Varianz
var[M(Y)], die den Stichprobenraum { Y} in Q abbildet. Dann gilt die Rao-Cra-
mér-Ungleichung

(dE[M(Y)] )2
do
Z N —

MY 1.
var[M(Y)] 1) (1.23)
Beweis: Mit M(Y) = M ist E = E{]M — E(M)] = 0, sodass
dE dE[M(Y)] J d
== | =yqp — E(M))—L(Y, 6)dP, =
10 J 10 dPg+ | (M (M) 5L 6)dPy =0
(Y} (Y}
bzw.
dE dE[M(Y)] d
—_ = P — E —1 Y, Y=
10 10 Jd9+J(M (M))dgnL( 0)d 0
(v} (v}
gilt. Daraus folgt
d _ dE@)
E{(M E(M))de InL(Y, 9)} = 40
Wegen der Schwarzschen Ungleichung folgt weiter
dEM) ? d >
=4 E[((M — EM))]— InL(Y, 0
{ 10 } {[( ())]den( )}
d 2
<E [(M — E(M))’E { [@ InL(Y, 9)] }]
und das ergibt wegen (1.16) den Beweis.
Ist speziell E(M) = 0, so hat die Rao-Cramér-Ungleichung die Form
1
MY)] > ——— 1.24
var[M(Y)] 2 210 (1.24)

Wir beweisen noch
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Satz 1.10
Ist y nach einer einparametrischen Exponentialfamilie verteilt, und ist g(0) =y =
E(M), so gilt:

1

var(M) (1.25)

I'n =

Beweis: Da die Bedingung V1 von Definition 1.10 erfiillt ist, existiert /(x), und
wegen

d d
O InL(Y, ) = M(Y) - d—’?A(W)

und nach Satz 1.8 ist var(M) = I*(y) = 1(6)[var(M)]?, und daraus folgt die Be-
hauptung.

Aus der Schwarzschen Ungleichung fiir zweite Momente fiir jede Mafizahl M(Y)
mit endlichem zweiten Moment und eine beliebige Funktion 4(Y, 6), deren zwei-
tes Moment ebenfalls existiert, folgt:

var(M) > covi[M, h(Y, 0)]

var[h(Y, 6)]
Satz 1.11
Es sei M(Y') eine Maf3zahl mit dem Erwartungswert g(8) und existierendem zwei-
ten Moment, und /1,(Y, ), j = 1, ..., r seien Funktionen, deren zweite Momente
existieren. Mit

cj=cov(M(Y),hj), 0i=cov(hl»,h1-), cT=(cl,...,c,)

j
und X = (0;)), || # 0 gilt dann stets

var(M) > ¢z 1¢ (1.26)

cTx1e
var(y)

Beweis: Die Behauptung folgt aus

Mithilfe von (1.26) ldsst sich die Rao-Cramér-Ungleichung (1.24) auf den p-di-
mensionalen Fall verallgemeinern.

Satz 1.12
Die Komponenten einer Zufallsstichprobe Y = (y,, ¥, ..., ¥,)T seien nach

PyeP=(P,0€Q), QCR’, 6'=(,..,0,), p>1

verteilt. L(Y, ) sei die Likelihood-Funktion von Y. Ferner seien die Vorausset-
zungen von Definition 1.10 erfillt, und die Menge der Punkte in {Y}, fir die
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L(Y, 0) = 0 ist, hinge nicht von 8 ab. Es sei M(Y) eine Mafszahl, deren Erwar-
tungswert E[M(Y)] = w(0) existiert und nach den 0, ableitbar ist. Dann gilt

var[M(Y)] > a"I'a

wobei I~ die Inverse von 1(0) und a der Vektor der Ableitungen von w(6) nach
den 0, ist.

Beweis: Da I(0) positiv definit ist und damit /! existiert, folgt die Behauptung mit

h;= % aus (1.26) und nach Definition 1.11.
i

15
Statistische Entscheidungstheorie

Wir formulieren zunéchst das allgemeine statistische Entscheidungsproblem und
gehen von einer Menge von Zufallsvariablen { y,} mit ¢ € R! aus, deren Verteilung
Py e P =(Py,0 € Q),dim{Q} = p zumindest teilweise unbekannt ist.

Wir beschrianken uns hier auf den Fall, dass ausschliefllich Aussagen iiber y =
2(0) zu machen sind, wobei Q durch g auf Z abgebildet wird und dim(Z) = s ist.
Z heif$t Zustandsraum.

Fiir die Aussagen tiber ¢ steht dem Statistiker eine Menge {E} von Entschei-
dungen zur Verfiigung, {E} heifit Entscheidungsraum. Fir jedes feste ¢; sei ¥, =
¢ 7T yt‘n,)T eine Zufallsstichprobe vom Umfang #;.

Die Gesamtheit der Ergebnisse eines Versuches, anhand dessen eine Entschei-
dung zu fillen (d. h. aus { E} auszuwihlen) ist, sei mit

k k
N=Yn,Ay=(,,...Y,) e []¥,} = (Yin)

i=1 i=1
die Realisation einer Zufallsvariablen 4, = (Y, ..., Y, ).

Nun sei d € D eine messbare Abbildung von {Y} y} auf E, die jedem A, ei-
ne Entscheidung d(A;) zuordnet, d heifit Entscheidungsfunktion, und D ist die
Menge der zugelassenen Entscheidungsfunktionen. A; wird von der Verteilung
von A; und den k-Tupeln &; = (¢, ..., t;) dem Spektrum des Versuchs, und
N, = (ny, ..., ny), der Belegung des Spektrums, abhéngen. Mit

<@k> _ <t1,.‘.,tk ) cv
N, Hyseee, My "

bezeichnen wir den konkreten Versuchsplan, der Element einer Menge V zugelas-
sener Versuchspléne sei. AufSerdem sei eine Verlustfunktion L als messbare Ab-
bildung von E X Z x R! in den R™ gegeben (ihre Festlegung und damit die von m
ist ein aufSermathematisches Problem), d. h., es ist

L=LIdA), v, fM)], dAY€EEyeZ (127)

mit der nichtnegativen reellen Funktion f(M).

27
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Die Funktion L gibt den Verlust an, der eintritt, wenn d(A,) gewahlt wird und
¥ der Wert im transformierten Parameterraum ist, f(M) entspricht den Kosten
fiir die Realisierung von M = (d, ©;, ;). Die Aufgabe der Statistik besteht in
der Bereitstellung von Methoden zur Auswahl von Tripeln M = (d, &;, N,), die
ein Risikofunktion R genanntes Funktional R(d, &, N, v, f(M)) des zufilligen
Verlustes minimieren. Wir werden mit d entweder eine Entscheidungsfunktion
(bei festem #) oder eine Folge von Entscheidungsfunktionen gleicher Struktur,
deren Elemente sich nur hinsichtlich des Stichprobenumfanges # unterscheiden,
bezeichnen. Wir wollen annehmen, dass

R(d, @, Ny, y, f(M)) = F(d, &, Wy, v) + (S, Ny) (1.28)

gilt, wobei f nicht von d abhingt und d* die Entscheidungsfunktion (Folge von
Entscheidungsfunktionen) ist, fiir die

mln(d, @k,mk, l//) =F(d*, @k,mk, l//) (1.29)
deD

gilt. Dann kann R in zwei Schritten minimiert werden. Zunachst bestimmt man
d* so, dass (1.29) erfiillt ist; im zweiten Schritt bestimmt man (&%, N7) so, dass

)ev

R(d*, &, N, y, f(S;,9N)) = (élkqin R(d*, &, N, v, f(S,RY))
Ry
gilt.

Definition 1.12
Ein Tripel M* € V X D heif3t lokal R-optimal an der Stelle y, € Z beziiglich V' x D,
wenn fiiralle M € V X D

RIM*, o, f(M™)] < RIM, yy, f(M)]

gilt. Ist M* fiir alle y, € Z lokal R-optimal, so heif3t M* global R-optimal.

Beispiel 1.14

Essei k= 1und y, = y nach N(u, 0*) verteilt. Dann ist 6 = (:2) €N =R'xR*
und A, = Y. Ferner sei ¢ = g(0) = 4 € R! und d(Y) = i eine statistische Maf3zahl
mit Realisationen im R! = E. Es sei D die Klasse der statistischen Maf3zahlen mit
endlichem zweiten Moment und Realisationen in R!. Als Verlustfunktion wéhlen
wir

Ll f(T)] = ¢;(ft — p)* + cynK , ¢, ¢, K >0

wobei K die Kosten einer Messung darstellen. Als Risiko R wird der erwartete
zufillige Verlust

R, n, u, Kn) = Elc,(u — ) + ¢nK] = ¢nK + ¢, [var() + B(f1)*]
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gewidhlt, in dem B(fz) = E(jt) — u ist. In der Klasse D ist fiir die Entscheidung
fi = Y, zusammen mit n = 0 lokal R-optimal, fir (y,, #) ist R gleich 0. Um diesen
unbefriedigenden trivialen Fall auszuschlieflen, kann man D einschrinken. Mit
Dy C D bezeichnen wir die Teilmenge in D, fiir die B(fz) = 0 ist. Dann wird

R, n,u, Kn) = conK + ¢y var(@t), j € Dy

und hat die Form (1.28). Wir werden in Kapitel 2 sehen, dass var(f) fir &4 = y
zum Minimum \zzvird.

Davar(y) = 67 ist, gilt daher im Ergebnis des ersten Schrittes der Minimierung
von R

. A € 2
min ¢, var(ft) = —o
deDg n
und es ist

A _ )
R(pg,n,u, Kn) = c,Kn+ —o
n

Leiten wir die rechte Seite nach 7 ab und setzen die Ableitung gleich 0, so erhal-
ten wir n* =0,/ Kc—é, und das héngt ebenso wie ¥ nicht von ¢ = g ab, und wegen
2

der Konvexitdt der Ableitungsfunktion handelt es sich tatsachlich um ein Mini-
mum. Daher ist die in Z global (jedoch in Q wegen der Abhingigkeit von o lokal)
R-optimale Losung des Entscheidungsproblems in E X Z gegeben durch

M* y, n* !
= SN =04 —
4 Kc,

Wahlen wir ¢ = g(0) = 0% > 0, dannist E=R*, k=1, A, = Y und N = n. Die
Verlustfunktion sei

LIA(Y), 0% fMD)] = c;(6®> —d) +cynK, ¢;>0, K>0

Wéhlen wir als Risiko wieder
R(d(Y),n,0%,Kn) = R = E(L) = ¢,E {(¢* = d(Y))*} + ¢c,nK

so ist das wieder von der Form (1.28). Schréinken wir uns aus zum vorigen Fall
analogen Griinden auf die d € Dy ein, fiir die E[d(Y)] = o? gilt, so ist, wie wir in
Kapitel 2 sehen werden, der erste Summand von R fiir

o1 N o
d(Y)—s—n_lgl,(y, )

minim;lal.
Da %(n — 1) nach CQ(n — 1) verteilt ist und damit die Varianz 2(n — 1) hat, ist

4
var(s?) = 20
n—1

29
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und es ist nach dem ersten Schritt der Optimierung

20*

R(s*,n, 0%, Kn) = <
n—

+ c,nK
1 2

Das R-optimale # ergibt sich zu

n =1+0" 20
Kc,

und die lokale R-optimale Losung des Entscheidungsproblems ist

2c
M = s n" =14 0% —
Kc,

Weiterfithrende theoretische Details und weitere Anwendungsfille werden in
den folgenden Kapiteln bei der Wahl des minimalen Stichprobenumfangs behan-
delt. Wir wollen davon ausgehen, dass d bei festem &, und 3N, beziiglich einer be-
stimmten Risikofunktion R-optimal zu wéhlen ist. Beziiglich der optimalen Wahl
von (i’k ) verweisen wir auf die Kapitel 8 und 9 zur Regressionsanalyse. Wir schrei-

ben da]fler
R(d,y) = E{L[d(Y),y]} =r(d, 1) (1.30)

Um trivial lokal R-optimale Entscheidungsfunktionen d zu vermeiden, wurde
in Beispiel 1.14 eine Einschrankung auf eine Teilklasse Dy C D vorgenommen.
Hier sollen zwei weitere allgemeine Vorgehensweisen zur Uberwindung solcher
Probleme vorgestellt werden.

Definition 1.13
Es sei @ eine Zufallsvariable mit Realisationen 8 € Q mit der Wahrscheinlich-
keitsverteilung P,, 7 € <. Beziiglich P, moge der Erwartungswert von (1.30)

JR(d, w)dIl, =r(d, 1) (1.31)

(0)

der Bayessches Risiko beziiglich der a-priori-Verteilung P, genannt wird, existie-
ren.
Eine Entscheidungsfunktion d,(Y), die

r(dy, 7) = min[r(d, 1)]
deD
erfiillt, heift Bayessche Entscheidungsfunktion beziiglich der a-priori-Verteilung
P,.

T
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Definition 1.14
Eine Entscheidungsfunktion d;, € D heifit Minimax-Entscheidungsfunktion,
wenn

max R(dy, y) = min max R, p) (1.32)

gilt.

Definition 1.15

Esseien d;, d, € D Entscheidungsfunktionen fiir ein bestimmtes Entscheidungs-
problem mit der Risikofunktion R(d, ) mit ¢ = g(0), 6 € Q. Dann heif3t d; nicht
schlechter als d,, wenn R(d;, ) < R(d,, y) fiir alle 8 € Q gilt, d; heifit besser
als d,, wenn neben R(d;, ¥) < R(d,, ) fiir alle 8 € Q fiir wenigstens ein 8" € Q
die Ungleichung R(d;, y*) < R(d,, y*) mit y* = g(6*) gilt. Eine Entscheidungs-
funktion d heif3t zuldssig in D, wenn es in D keine Entscheidungsfunktion gibt,
die besser als d ist. Ist eine Entscheidungsfunktion nicht zuléssig, so heifit sie un-
zuldssig.

Eine weitere Darstellung der Entscheidungstheorie ist hier nicht erforderlich.
Wir werden in Kapitel 2 die Theorie der Punktschédtzungen behandeln, dort ist
d(Y) = S(Y) eine Entscheidungsfunktion. In der Testtheorie in Kapitel 3 ist d(Y)
die Wahrscheinlichkeit fiir die Ablehnung einer Nullhypothese und in der Kon-
fidenzschitzung ein Bereich in Q, der den Wert 6 der Verteilung P, mit einer
vorgegebenen Wahrscheinlichkeit tiberdeckt. Auswahlregeln und multiple Ver-
gleichsprozeduren sind andere Spezialfille von Entscheidungsfunktionen.

1.6
Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1

Um das Durchschnittseinkommen der Bewohner einer Grofistadt zu schitzen,
wird das Einkommen der Besitzer jedes 20. Privatanschlusses in einem Telefon-
buch ermittelt.

Handelt es sich bei dieser Stichprobe um eine Zufallsstichprobe der Bevolkerung
der Stadt?

Aufgabe 1.2

Aus einer Grundgesamtheit mit den Elementen 1, 2, 3 kann man mit Zuriicklegen
3% = 81 verschiedene Stichproben vom Umfang # = 4 auswihlen. Man schreibe
alle méglichen Stichproben auf, berechne y und s? und stelle die Hiufigkeitsver-
teilung von ¥ und s? als Streifendiagramm dar.
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Aufgabe 1.3

Man beweise, dass die jeweilige Mafszahl M(Y) suffizient beziiglich 6 ist, wobei
Y=091,90 > yn)T n > 1 eine Zufallsstichprobe aus einer Grundgesamtheit mit
der Verteilung Py mit 6 € Q ist, indem man die bedingte Verteilung von Y bei
gegebenem M(Y) bildet.

a) M(Y)= X" y; und P, ist die Poisson-Verteilung mit dem Parameter 6 €
0 CR*.

b) M(Y) = (yq) y(y,))T und Py ist die Gleichverteilung im Intervall (8, 8 + 1) mit
0eQcRr.

c) M(Y) =y, und Py ist die Gleichverteilung im Intervall (0, ) mit 6 € Q = R*.

d) M(Y)=Y_, y;und Py ist die Exponentialverteilung mit dem Parameter 6 €
0 =R".

Aufgabe 1.4

EsseiY =(y,, ¥y -.-» yn)T n > 1 eine Zufallsstichprobe aus einer Grundgesamt-
heit mit der Verteilung Py, 6 € Q. Man bestimme mithilfe des Korollars 1.1 zum
Zerlegungssatz eine suffiziente Mafizahl beziiglich 6, wenn Py, 8 € Q die Dichte-
funktion

a) f(r,0)=0y"10<y<1;0€Q=R"
b) der Weibull-Verteilung

f(5,0) = 0a@y)* e @, y>0, 6eQ=R"a>0bekannt

c) der Pareto-Verteilung

0
f(r0) = HGLH, y>a>0, 60 =R"bekannt
Y
besitzt.
Aufgabe 1.5
Man bestimme eine minimal suffiziente Mafizahl M(Y) fur den Parameter 6,
wennY = (¥, ¥y, ..., yn)T n > 1 eine Zufallsstichprobe aus einer Grundgesamt-

heit mit der folgenden Verteilung Py ist:

a) geometrische Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

pp)=pA-pY, y=12..,0<p<l

b) hypergeometrische Verteilung mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

M\ (N-M

p(y, M,N,n) = _ynmye

()

, nef{l,...,N}



1.6 Ubungsaufgaben

¢) negative Binomialverteilung mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion
Y I 1 (1 _ \VT
p(y, p,1r) = .1 pd-=pY7", 0<p<ly2r ganz
ref{0,1,...}

und i) @ = p und b bekannt; ii) 8T = (p, r).
d) Betaverteilung mit der Dichtefunktion

f(,0) Y11 -yP, 0<y<1l, 0<ab<o

~ B(a, b)

und i) 8 = a aber b bekannt; ii) 8 = b aber a bekannt.

Aufgabe 1.6
Man beweise, dass die folgenden Verteilungsfamilien {Py, 0 € Q} vollstindig
sind:

a) Py ist die Poisson-Verteilung mit dem Parameter 8 € Q = R*.
b) P, ist die Gleichverteilung im Intervall (0, 8), 6 € Q = R*.

Aufgabe 1.7

Essei Y = (y;, ¥, ..., ¥,)" n > 1 eine Zufallsstichprobe, deren Komponenten
im Intervall (0, 6), 0 € Q = R* gleichverteilt sind. Man zeige, dass M(Y) = y,
vollstdndig suffizient ist.

Aufgabe 1.8
Es besitze y die diskrete Verteilung Py mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

0 fir y =-1

0)=P(y=y) =
p(y,0) (y=2 {(1_9)26y firy=0,1,2

Man zeige, dass die entsprechende Verteilungsfamilie mit 6 € (0, 1) beschréankt
vollstidndig, aber nicht vollstindig ist.

Aufgabe 1.9
Gegeben sei eine einparametrische Exponentialfamilie mit der Dichte- oder
Wahrscheinlichkeitsfunktion

f(30) = h(y)e{v(G)M(y)—B(G))’ e

a) Man driicke die Fisher-Information dieser Verteilung durch die Funktionen
7(0) und B(0) aus.
b) Man benutze das Ergebnis von a) zur Berechnung von 1(6) fir die
(i) Binomialverteilung mit dem Parameter 6 = p,
(ii) Poisson-Verteilung mit dem Parameter 6 = A,
(iii) Exponentialverteilung mit dem Parameter 9,
(iv) Normalverteilung N(u, 62) mit 6 = g, u fest.
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Aufgabe 1.10
Es seien die Voraussetzungen aus Definition 1.11 erfiillt. Auflerdem mogen die

zweiten Ableitungen ﬁL(y, 0)firallei,j=1,..., pund y € {Y} und ihre Er-
196

wartungswerte fiir zufilliges y existieren, und es sei J(y} L(y, 0)dy zweimal dif-

ferenzierbar, wobei Integration und Differentiation vertauscht werden kdnnen.

Man beweise, dass dann die Elemente der Informationsmatrix in Definition 1.11
die Gestalt

a) Ii,j(g) = cov [% InL(y, 6), % InL(y, 9)]
i ]

2
b) I, (0) = —E [69{’00 InL(y, 0)]
77y

besitzen.

Aufgabe 1.11

Essei Y = (¥, ¥9s---> yn)T eine Zufallsstichprobe aus einer Grundgesamtheit
mit der Verteilung Py, 6 € Q und M(Y) eine gegebene Mafszahl. Man berech-
ne E[M(Y)], var[M(Y)], die Fisher-Information I(6) der Verteilung und die Rao-
Cramér-Schranke fir var[M(Y)].

Gilt in der Rao-Cramér-Ungleichung das Gleichheitszeichen, wenn

a) Py die Poisson-Verteilung mit dem Parameter € R* und

MY) = 1 firy=0
)10 sonst

ist (hieristn =1,d.h. y =Y);

b) P, die Poisson-Verteilung mit dem Parameter 8 € R* und M(Y) = (1 — %)”y .
(Verallgemeinerung von a) auf den Fall # > 1) ist;

o f(560) =60y"",0<y<1,6e R die Dichtefunktion von Py und M(Y) =
—% Y Iny; ist?

Aufgabe 1.12

In einem Gebiet soll nach Ol gebohrt werden. Der Besitzer der Bohrrechte muss
sich auf eine Strategie aus E = { E|, E,, E; } festlegen. Dabei bedeute: E; — Bohrung
wird selbst durchgefiihrt, E, — die Bohrrechte werden verkauft, E; — ein Teil der
Bohrrechte wird verduf3ert.

Esist jedoch nicht bekannt, ob in dem Gebiet tatsichlich Ol vorkommt.

Essei Q = {6, 0,} wobei 8 = 0, — Olist dort vorhanden, 8 = 6, — Olist dort nicht
vorhanden, bedeuten soll. Die Verlustfunktion L(d, 0) hat fiir die Entscheidungen
d=E;i=1,23und 0=0,j=1,2,die Form



1.6 Ubungsaufgaben

Die Entscheidung wird aufgrund von Gutachten iiber die geologischen Verhalt-
nisse in dem Gebiet getroffen: Das Ergebnis der Gutachten sei durch y € {0, 1}
gekennzeichnet.

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion — in Abhéngigkeit von 6 — der Zufallsvariablen
y sei py(y) mit den Werten

6, 03 0,7
6, 06 04

y gibt also die aus dem , Zufallsexperiment” der geologischen Gutachten erhal-
tene Information iiber das Vorhandensein (y = 1) oder Fehlen (y = 0) von Ol-
vorkommen in dem Gebiet an. Die Menge D der Entscheidungsfunktionen d(y)
enthalte alle nur méglichen 32 diskreten Funktionen:

d©) E E E  E, E E, E; E5 E
4,1 E, E, E3 E E, E3 E E, Ej

a) Man bestimme das Risiko R(d(y), ) = E4[L{d(y), 0}] fiir alle obigen 18 Fiille.

b) Man ermittle die Minimax-Entscheidungsfunktion.

¢) Nach Meinung von Experten der Bohrtechnik ist die Wahrscheinlichkeit, bei
der Niederbringung einer Bohrung in diesem Gebiet auf Ol zu stofien, gleich
0,2. Dann kann 0 als Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

6 6, 6,
) 02 0,8

betrachtet werden. Man bestimme fiir jede Entscheidungsfunktion das
Bayessche Risiko r(d;, m) und anschlieflend die Bayessche Entscheidungs-
funktion.

Aufgabe 1.13

Es sollen die Behandlungsstrategien beim Einsatz zweier Medikamente M; und
M, beurteilt werden. Drei derartige Strategien stehen zur Verfiigung: E;, — Be-
handlung mit dem blutdruckerh6henden Medikament M,;; E, — Behandlung
ohne Medikamente; E; — Behandlung mit dem blutdrucksenkenden Medika-
ment M,; 6 charakterisiert den (geeignet transformierten) Blutdruck eines Pa-
tienten: 6 < 0 zu niedriger Blutdruck, 8 = 0 Blutdruck normal, 8 > 0 zu hoher
Blutdruck.
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Die Verlustfunktion ist folgendermafien definiert:

E, E, E
<0 0 c b+c
6=0 b 0 b

b+c ¢ 0

Bei einem Patienten wird der Blutdruck gemessen. Die Messung y sei nach
N(6,1) verteilt und wird n-mal unabhéngig voneinander durchgefithrt: ¥ =

C2PR ST
E , falsy<r
d,s=1E,, fallsr<y<s
E;, fallsy>s
definiert.

, 9,07, aufgrund dieser Stichprobe wird die Entscheidungsfunktion

a) Man bestimme die Risikofunktion R(d,.(¥), ) = E{L[d, ((¥), 0]}.
b) Man skizziere die Risikofunktionim Fallb =c=1,n =1 firi) r = —s = —1;

iy Lo
ii) r = >$ 1.

Fiir welche Werte von 6 ist die Entscheidungsfunktion d_, ;(y) der Funktion

d_, ,(y) vorzuziehen?

Literatur

Bahadur, R.R. (1955) Statistics and subfields.
Ann. Math. Stat., 26, 490-497.

Blackwell, D. (1947) Conditional expectations
and unbiased sequential estimation. Ann.
Math. Stat., 18, 105-110.

Cochran, W.G. und Boing, W. (1972) Stich-
probenverfahren, De Gruyter, Berlin, New
York.

Fisher, R.A. (1925) Statistical Methods for Re-
search Workers, Oliver & Boyd, Edinburgh.

Halmos, P.R. und Savage, L.J. (1949) Applica-
tion of the Radon-Nykodin theorem to the
theory of sufficient statistics. Ann. Math.
Stat., 20, 225-241.

Kauermann, G. und Kiichenhoff, H. (2011)
Stichproben: Methoden und praktische
Umsetzung mit R, Springer, Heidelberg.

Kullback, S. und Leibler, R.A. (1951) On infor-
mation and sufficiency. Ann. Math. Stat.,
22, 79-86.

Lehmann, E.L. und Romano, J.P. (2008) Test-
ing Statistical Hypothesis, Springer, Hei-
delberg.

Lehmann, E.L. und Scheffé, H. (1950) Com-
pleteness, similar regions and unbiased
estimation. Sankhya, 10, 305-340.

Quatember, A. (2014) Datenqualitdt in Stich-
probenerhebungen, Springer, Berlin.

Rao, C. R. (1945) Information and accuracy
attainable in estimation of statistical pa-
rameters. Bull. Calc. Math. Soc., 37 (3),
81-91.

Rasch, D. (1995) Mathematische Statistik,
Joh. Ambrosius Barth, Berlin, Heidelberg

Rasch, D., Tiku, M.L. und Sumpf, D. (Hrsg.)
(1994) Elsevier’s Dictionary of Biometry,
Elsevier, Amsterdam, London, New York.

Rasch, D., Herrendorfer, G., Bock, J., Victor,
N. und Guiard, V. (Hrsg.) (2008) Verfah-
rensbibliothek Versuchsplanung und -aus-



wertung, 2. verbesserte Auflage in einem
Band mit CD, R. Oldenbourg, Miinchen,
Wien

(frithere Auflagen mit den Herausgebern
Rasch, Herrendorfer, Bock, Busch (1978,
1981), Deutscher Landwirtschaftsverlag

Literatur

Berlin und (1995, 1996) Oldenbourg, Miin-
chen Wien).

Stigler, S.M. (1986, 1990) The History of Stat-
istics: The Measurement of Uncertainty
Before 1900, Harvard University Press,
Cambridge.

37






