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Funktionen mit
zwei und mehr Variablen

Die Kapiteliiberschrift diirfte verwundern, denn in dem vorherigen Kapitel schie-
nen bereits Funktionen mit mehr als zwei Variablen im Spiel zu sein. Ein ober-
flachlicher Riickblick tduscht, die Beschreibung von Bewegungszustinden mehr
oder weniger komplizierter Systeme im Raum erfordert letzten Endes nur eine
einzige unabhéngige Variable — die Zeit. Natiirlich konnen durchaus mehrere Va-
riable involviert sein, dann handelt es sich aber um abhingige Variable. Betrach-
ten wir einmal die Funktionen, mit denen sich die Bewegung von Systemen unter
dem Einfluss empirischer Kréfte erfassen lassen, als ,,abgehakt*! Wenn es nun um
die Krifte und deren Entstehung selber geht, reichen Funktionen mit einer unab-
héngigen Variablen nicht mehr aus. Noch schlimmer: Aufler der Gravitations-
kraft miissen Funktionen, mit denen sich die Krifte beschreiben lassen, mithsam
durch Integral- oder Differenzialgleichungen ermittelt werden. Aus diesem Grund
ist es unumgénglich, sich mit der Erweiterung der Differenzial- und Integralrech-
nung auf Funktionen mit mehreren Variablen — der sogenannten Analysis II — zu
befassen.

3.1 Mehrstellige Funktionen
und ihre Ableitungen

Was sich hinter den fiir den Anwender relevanten mehrstelligen Funktionen ver-
birgt, kann uns — wie zu seiner Zeit Otto Lilienthal — ein gefiederter Funk-
tionsspezialist zeigen — ein Weifsstorch. Stellen Sie sich vor, Sie sollten ein maxi-
mal 4kg schweres Fluggerit konstruieren, das tiber Rechenkapazititen sowohl
fiir komplizierte Flugmandver und als auch fiir weitrdumige Navigation (ca.
10000 km) verfiigen soll. Weiterhin miissen sowohl der Bordrechner als auch die
Fliegerei mit geringsten Energiemengen auskommen. Die Aufgabe wire ein Alp-
traum. Ein Storch 16st das Energiesparproblem beim Fliegen durch Ausnutzung
der Stromungsgeschwindigkeit der Luft. Die Stromungsgeschwindigkeit ist in
Betrag und Richtung von Ort zu Ort unterschiedlich und kann auch noch mit der
Zeit variieren. Das heif3it: Jeder Kombination aus Ortsvektor und Zeit ist genau ein
Geschwindigkeitsvektor zugeordnet:

U:RxR >R, i 0(F,1)

Es handelt sich also um eine eindeutige Zuordnung — um eine Funktion. Wenn
man optional anstelle der Vektoren die Koordinaten ausschreibt, erkennt man,
dass die Funktion drei vierstellige (drei Stellen fiir den Ort, eine fiir die Zeit)
Funktionen involviert. Ein derartiges Funktionskonstrukt nennt man Vektorfeld.

¢

Newtonsche Bewegungs-
gleichungen sind gewéhnliche
Differenzialgleichungen.

Trotz alledem: Empirische
Formeln sind vielfach
unverzichtbar.

Ein Alptraumprojekt!

Geier und Adler mogen ent-
schuldigen - auch Lilienthal
studierte Aerodynamik
anhand von Stérchen.

(3.1.1)
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Das Feld, mit bzw. in dem sich Storche auskennen, heif3t dementsprechend Stré-
~Lebenswichtige™  mungsfeld. Die (vektoriellen) Funktionswerte eines Vektorfeldes heiBen Feld-
Begriffe; stiirken. Ublicherweise werden in Naturwissenschaft und Technik, solange es
Vekto"feld / nicht um grundsitzliche mathematische Betrachtungen geht, fiir Feldstirke und
Feldstérke Funktionen wie in (3.1.2) gleiche Bezeichnungen verwendet.
Ein Vektorfeld aus / \
konstanten Funktionen
heif3t homogen.
& p(7.1)
Barometer
Thermometer T(7 1)
Windsack
v (7,1
Bild 3.1.1 \ ( ) /

Ein Spezialist fiir Felder

(3.1.2)

Uberaus wichtige Vokabeln!

Bild 3.1.2
LAnatomie” von
raumlichen Feldern

Tatsdchlich muss sich unser filigranes Supertier auch noch mit anderen Funktio-
nen auseinandersetzen. Das sind unter anderem Luftdruck und Lufttemperatur.
Auch diese GroBen sind Funktionen des Ortes und der Zeit. Allerdings handelt es
sich bei den Funktionswerten um Skalare — man spricht von skalaren Feldern.

PR xR >R, i1 p(7.0) bzw. T: R xR >R, 7,115 T (7,1)

Die skalaren Felder (3.1.2) bestehen jeweils aus einer einzigen vierstelligen
Funktion. Da fiir Naturwissenschaft und Technik sowohl skalare als auch vekto-
rielle Felder eine zentrale Rolle spielen, werden wir liberwiegend Funktionen
vom ,,Feldtyp* als Beispiele fiir den weiteren Ausbau der Differenzial- und Inte-
gralrechnung bevorzugen. Die zugehorigen Begriffe sind in dem folgenden Ana-
tomieschild illustriert:

S

Vektorfeld S':tg'rﬁe Skalares Feld
— =\, = —
N v (x.,2,)
v=v(r)=g v (xyzt) p=pFE1)=pxyz1)
v.(x,0.2,7)

e
3 Ortsvariable
1 Zeitvariable

—_—
3 Ortsvariable Skalare
1 Zeitvariable GroRe

P t : Stationa Feld
Im Falle der Unabhangigkeit vong . E:ef::res ng
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Sollte ein Feld nur von zwei Ortsvariablen abhéngen, spricht man von einem
ebenen Feld. Ein wichtiger Sonderfall sind Vektorfelder, die lediglich konstante
Funktionen enthalten. Derartige Felder heilen Zomogen. Der folgende Merksatz
zeigt, was bei Funktionen/Feldern und Relationen unter ,,...stellig® gemeint ist.

Merke:

Funktionen sind Spezialfille der Relationen. Eine Relation mit n Koordinaten
heiflt n-stellig. Handelt es sich bei der Relation um eine Funktion, ergibt sich
eine Koordinate (abhdngige Variable) durch eine Zuordnungsvorschrift aus
den tibrigen (Argumente, unabhdngige Variable): Die n-stellige Relation wird
als (n — 1)-stellige Funktion angesprochen. Eine zweistellige Funktion ist dem-
nach Spezialfall einer dreistelligen Relation.

Leider ist der oben angesprochene Ausbau der Differenzial- und Integralrechnung
mit Schwierigkeiten verbunden. Wir erinnern uns, zweistellige reelle Relationen
lassen sich problemlos in der Ebene — einem zweidimensionalen Raum — grafisch
darstellen. Bereits grafische Darstellungen dreistelliger Relationen sind proble-
matisch. Sie erfordern einen dreidimensionalen Raum. Steht nur eine Zeichene-
bene zur Verfiigung, miissen mehr oder weniger aufwendige Perspektivtechniken
herangezogen werden. Aber fiir die Darstellung von Feldfunktionen reicht der
dreidimensionale Anschauungsraum nicht mehr aus. Die drei fiir den Storch
wichtigen FeldgroBen in Bild 3.1.1 sind die fiir die jeweilige Wetterlage relevan-
ten GrofBen. Damit stellt sich eine Wetterkarte als ,,plattgebiigelte” Darstellung
der Felder Druck (mithilfe von Isobaren) und Stromungsgeschwindigkeit (durch
gefiederte Fiihnchen) heraus. Mathematische Uberlegungen lassen sich natiirlich
auf der Basis populdrer Wetterkartentechnik nicht illustrieren.

Fiir das weitere Vorgehen gibt es zwei Moglichkeiten. Entweder verzichtet man
vollstidndig auf grafische Illustrationen. Das liegt nahe, denn die Graphen der Feld-
relationen liegen auflerhalb des Anschauungsraumes. Man konnte aber auch zu-
néchst in die ,,Niederungen* zweistelliger Funktionen herabsteigen. Dann liegen
die Graphen im Anschauungsraum und man konnte versuchen, die dort ge-
wonnenen Erkenntnisse auf reale Felder zu iibertragen. Auch wenn die zweite
Moglichkeit sich freundlicher anhort, hat sie doch gewichtige Nachteile. Sie ver-
leitet dazu, sich bei Feldern an Anschauungen zu klammern, wo keine Anschauung
(mehr) moglich ist. Wir riskieren trotzdem diesen Weg.

Zunichst betrachten wir anstelle der geneigten ebenen Bergwiese (s. Bild 2.5.1)
eine gewdlbte Bergwiese als Graph einer zweistelligen Funktion mit dem phanta-
sielosen Namen f'(s. Bild 3.1.3). Der Definitionsbereich sei ein in der x,y-Ebene
gelegenes Rechteck.

f:DcR* SR, (x,y) -z mit z=—0,01(x2+y2)+0,38x+0,32y+6,03

Giamse und Maulwurf im Bild weisen auf die eindeutige Zuordnung hin: Jedem
Koordinatenpaar des Definitionsbereichs (x, ) ist genau eine Hohe z zugeordnet.
Um den rdumlichen Eindruck besser zu vermitteln, wurden noch sogenannte Ho-
henlinien eingetragen. Hohenlinien sind Graphen zweistelliger Relationen, die
sich aus der Funktion ergeben, indem man die abhidngige Variable — hier z — zu

Oft ein niitzliches Modell:
ein homogenes Vektorfeld

Zur Festigung der Begriffe:

Gibt die fiir das Wetter
relevanten Felder nur grob
wieder: die Wetterkarte

Benutzen Sie die
Anschauungsmodelle
als Starthilfe in héhere
Sphéren!

(3.1.3)

fals Feld: eben, skalar,
stationdr, Feldstirke
(Héhe) z



184

3 Funktionen mit zwei oder mehr Variablen

Hdohenlinien:
liberaus wichtig!

(3.1.4)

Wichtig:

Die Gémse steht am Punkt
(%, ¥, z). Da es sich hier bei
der z-Koordinate um die
abhéngige Variable handelt,
ist es auch iiblich zu sagen:
,Die Gdmse steht an der
Stelle (x, y).”

Bild 3.1.3
Bergwiese als Graph einer
zweistelligen Funktion

Schnitt entlang des
Trampelpfades

(3.1.5)

Parametern degradiert und fiir sie ein passendes Hohenraster vorgibt. Die Héhen-
linien fiir unser Beispiel ergeben sich aus den folgenden Relationen:

H:=0,01(x" +y") +0,38x+0,32y+6,03=h, he{3:4:..:12}, (x.y)eD

Hohenlinien haben den groflen Vorteil, dass fiir sie keine perspektivische Darstel-
lung notwendig ist. Man kann sie ohne Verzerrung in die x,y-Ebene einzeichnen.
Die Graphen ergeben dann eine Vogelperspektive des Graphen der zweistelligen
Funktion. Diese Darstellungstechnik wird auf Wetterkarten fiir Luftdruckfelder
angewendet. Die Relationsgraphen heiflen dort Isobaren.

In der x,y-Ebene in Bild 3.1.3 finden Sie noch einen weiteren mit (x,, y,) bezei-
chneten Punkt. Anders als im Falle des Punktes (x, y) sind dessen Variablen be-
stimmte Werte zugewiesen (hier: x,:= 9, y,:= 6). Man spricht von gebundenen
Variablen. (Ublicherweise kennzeichnet man gebundene Variable mit Indizes und
lasst sie wieder fort, sobald die Variable in die Freiheit entlassen wird.) Auf der
Wiese erkennen Sie zwei (spezielle) Trampelpfade der Gdmse. Der eine verlauft
in x-, der andere in y-Richtung — beide enthalten den durch das Wertetripel aus
den gebundenen Variablen gebildeten Punkt (x,, v,, z,)-

Wir wollen zunéchst den unter dem Bergwiesengeviert liegenden Erdblock ent-
lang des in x-Richtung verlaufenden Trampelpfades parallel zur x,z-Ebene auf-
schneiden. Keine Sorge, die Gdmse steht wiahrend des Schnittes auflerhalb der
Trampelpfade und wird die Prozeduren schadlos iiberstehen. Das folgende Bild
zeigt, dass der Pfad zum Graphen einer ganz gewohnlichen einstelligen Funktion
mit der gebundenen Variable y, als Parameter wird:

@, R-->R, x>z mit z=f(x,y0)
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Taﬂge“te
Die Giamse steht jetzt an
der Stelle x,, y,.
Y=
Schnitt parallel zurn x,z-Ebene Bild 3.1.4
g Schnitt durch das
> Bergwiesengeviert
X, X b'¢

In unserem Beispiel ist y, = 6. Wenn wir das in die konkrete Funktion (3.1.3)

einsetzen und die Summanden zusammenfassen, erhalten wir fiir den Pfad einen

harmlosen Parabelbogen:

¢ R-->R, x>z mit z=-0,01x"+0,38x+7,59 (3.1.6)

Moglicherweise drgern Sie sich iiber den neuen Funktionsnamen ¢: Zwar geht
die ,,Pfad-Funktion (3.1.5) aus der Originalfunktion fhervor, ihre Bezeichnung
sollte sich aber wegen der Beschriankung auf eine Variable vom Original unter-
scheiden — hier wurde ,,* gewéhlt. Funktionsparameter werden in der Regel als
tief gestellter Postfix an den Funktionsnamen gehingt. Die durch die Gimse an-
gedeutete Steigung des Pfades in x-Richtung errechnet sich problemlos aus der
Ableitung der Funktion ¢, an der Stelle x = 9. In unserem konkreten Beispiel
ergibt sich:

d o, (x) _ dog

=-0,02x+0,38, 49(x)
dx x

q =0,2

x=9 -

Auch wenn das hier noch nicht einsehbar ist: Die Neudefinition einer einstelli-
gen Pfad-Funktion ist zwar korrekt, aber unpraktisch, denn in der Funktions-
gleichung steht ohnehin die Originalfunktion f. Also miissen sich Ableitungen
und die Berechnung von Steigungen auch mit der Originalfunktion formulieren
lassen:

d(pyo(x)
dx Xo

i A2 i S Gt A )= (o) O (x.7)
Ax—0 Ax—0 A)C ax

X0-Y0

Die 0-Symbole fiir die Darstellung des Differenzialquotienten sind notwendig,
um anzuzeigen, dass alle Variablen — aufler der im Nenner aufgefiihrten — bei der
Grenzwertbildung lediglich Parameterstatus haben.

Entldsst man die Variablen x, und y, aus ihrer Bindung — das deutet man an, indem
man sie indexfrei schreibt — definiert (3.7.8) eine Ableitungsfunktion: Jedem
Punkt der x,y-Ebene wird eindeutig die Steigung eines Pfades in x-Richtung zu-

Eine gern verwendete
Methode, um Verwandt-
schaften anzudeuten:
Cleiche Bezeichnung, aber
andere Schriftart (hier gr.)

(3.1.7)

Links in (3.1.8) steht der
ganz normale Differenzial-
quotient einer einstelligen
Funktion!

(3.1.8)

Lassen Sie sich nicht von
den exotischen Zeichen
beeindrucken! Mit ihnen
wird lediglich der spezielle
Grenzwert des Differenzen-
quotientenin (3.1.8)
formuliert.
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(3.1.9)

Anstelle des Funktions-
namens kann alternativ
der Namen der abhangigen
Variablen - hier z -
eingesetzt werden.

(3.1.10)

Das ist der Postfix-
Hochstrich: f{(x)

feo )

1 (i

Differenzial-
operator

£ )<

®

Ableitungs-
funktion

(3.1.11)

Fiir das partielle Ableiten
sind keine neuen
Ableitungsregeln
erforderlich!

(3.1.12)

geordnet. Bezliglich der Originalfunktion f nennt man diese Ableitungsfunktion
partielle Ableitung nach x (der Zuweisungsvermerk kann entfallen):

or
%x,y) oder kurz: f,(x,y) oderals Operation: % f(xy)

Eine analoge Betrachtung kann fiir den Trampelpfad in y-Richtung angestellt
werden. Es muss lediglich x gegen y ausgetauscht werden. Der unter dem Berg-
wiesengeviert liegenden Erdblock wird in diesem Fall parallel zur y,z-Ebene auf-
geschnitten. Dabei ergibt sich qualitativ das Gleiche wie in Bild 3.1.3. Auch in
y-Richtung lésst sich die Steigung aus dem Grenzwert eines Differenzenquotien-
ten bilden. Fiir die nach der Freigabe der gebundenen Variablen entstandene par-
tielle Ableitung nach y schreibt man:

M oder kurz: f,(x,y) oderals Operation: o f(xy)
oy . Oy

Die Darstellung von Ableitungen mithilfe der d- bzw. 0-Symbole ist platzrau-
bend. Deshalb begniigt man sich gerne mit kompakten Postfixschreibweisen. Lei-
der kann der Postfixhochstrich bei partiellen Ableitungen nicht benutzt werden,
denn es muss zwischen den Ableitungen nach unterschiedlichen Variablen unter-
schieden werden. Man behilft sich bei partiellen Ableitungen mit tiefgestellten
Postfixen. Leider kollidiert diese Schreibweise mit vielen anderen, insbesondere
der fiir Vektorkoordinaten. Sie ist deshalb nur begrenzt einsetzbar. Wie bei ein-
stelligen Funktionen ist es vorteilhaft, das partielle Ableiten als Operation auf-
zufassen. Die abzuleitende Funktion wird zum Operanden und die Kombination
aus O-Symbolen, Bruchstrich und Variable mutiert zum (Differenzial-)Operator
(s. nebenstehende ,,Ein-Ausgabe-Maschine*: Die Phantasiemaschine schluckt
Funktionen und formt daraus die Ableitungsfunktion).

Anfangs mogen Thnen partielle Ableitungen fremd vorkommen. Da sie aber auf
Differenzenquotienten mit einer Variablen basieren, ergeben sich keine neuen
Ableitungsregeln. Sie miissen lediglich Thr Befremden unterdriicken, wenn ver-
traute Variable voriibergehend als Parameter angesehen werden miissen. Fiir un-
ser Bergwiesenbeispiel ergibt sich:

f(x%,3)=-0,01(x* + %) +0,38x+0,32) +6,03

of _ of __
= =-0,02x+0,38, oy 0,02y +0,32

Die Bildung einer partiellen Ableitung beschrinkt sich nicht auf zweistellige
Funktionen — die folgende Beispielfunktion ist vierstellig!

1 (x.9.2.1) = 5sin (3141~ 2x -3y - 7z) %f:?



