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Geleitwort

Eine, wenn nicht die zentrale Aufgabe des mathematischen Anfangsunterrichts
in der Grundschule ist es, dass Kinder Zahlen nicht allein als Zdhlzahlen ver-
wenden und verstehen, sondern die Beziehungsvielfalt der Zahlen erkunden und
nutzen lernen. Daher werden im frilhen Mathematikunterricht sowohl Zahlfa-
higkeiten der Kinder aufgegriffen als auch mit Blick auf mathematische Muster
und Strukturen erweitert. Vielen Kindern gelingt dieser Spagat zwischen Erwei-
terung des bestehenden Faktenwissens und Aufbau neuer Einsichten im Laufe
des ersten Schuljahres: Sie nutzen ihre Zéhlkompetenzen und nehmen zugleich
numerische Zusammenhinge bewusst in den Blick, um sie beim Rechnen auf-
zugreifen. Manche Kinder aber bleiben dem Zahlen eng verhaftet: Sie bearbei-
ten mathematische Aufgabenstellungen mit Hilfe von Zahlstrategien. Dies ist
insofern nicht verwunderlich, da das zdhlende Rechnen eine bedeutsame Phase
in der frithen, insbesondere vorschulischen Entwicklung numerischer Kompe-
tenzen besitzt. Auch konnen gerade im 1. Schuljahr viele Aufgaben sicher und
schnell zdhlend berechnet werden. Ein Erfolg allein auf der Grundlage des Zah-
lens ist aber triigerisch: Die Verfestigung des zéhlenden Rechnens fiihrt in der
Regel zu eingeschrinkten mathematischen Einsichten und langfristig zu
Schwierigkeiten im Fach Mathematik.

Wie aber konnen Abloseprozesse vom zéhlenden Rechnen initiiert wer-
den? Inwiefern kdnnen sich Kinder mit verfestigten Zahlstrategien im Laufe der
ersten zwei Schuljahre auf die Erkundung mathematischer Zusammenhénge
einlassen und ihre Erkenntnisse beim Rechnen nutzen?

Uta Hisel-Weide wendet sich genau diesen hochst relevanten Fragestel-
lungen zu. In besonderer und neuartiger Weise hebt sie die Bedeutung der Ent-
wicklung von ihr so genannter struktur-fokussierender Deutungen fiir die Ablo-
sung vom verfestigten zdhlenden Rechnen hervor. Dazu arbeitet sie Verstehens-
prozesse bei Kindern auf, die sich in Unterrichtsgesprachen zwischen Kindern
und im Gespriach mit der Lehrkraft zeigen. Mit der Einbettung in das Unter-
richtsgeschehen und der Konzentration auf Lerngespriche offnet die Autorin
den Blick auf das Potential von interaktiven und kooperativen Lernprozessen.
Sie verbindet sozusagen individuelle Férdermafinahmen im Fach Mathematik
mit sozialen Begegnungen von Kindern.

Entwicklungsprozesse von struktur-fokussierenden Deutungen bei Kin-
dern, die verfestigt zdhlen, zeigen sich nicht immer sofort in mathematisch um-
fassenden Beschreibungen und Erkldrungen oder in deutlichen Handlungspro-
zessen. Sie sind oftmals nur dem kundigen Betrachter in sporadischen AuBerun-
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gen und Herangehensweisen, in lokalen Abweichungen vom Zéhlen sichtbar. In
der Arbeit werden hierzu rekonstruierte Deutungen von Kindern présentiert. Die
dargestellten Lernprozesse der Kinder verdeutlichen, wie die auf das Fach Ma-
thematik bezogene Verstindigung tiber subjektive Vorstellungen und Losungs-
wege den Kindern neue Gelegenheiten und Anst6Be bieten kann, von routinier-
ten Zdhlprozeduren abzuweichen und alternative, eben struktur-fokussierende
Deutungen einzunehmen. Deutlich stellt die Autorin Chancen und Hiirden der
im Rahmen des ZebrA-Projekts (Zusammenhinge erkennen und beschreiben —
rechnen ohne Abzihlen) entwickelten Forderung heraus.

Die Arbeit ldsst sich im Kern dem Bereich des ,,Design Science® zuordnen:
Einerseits werden auf der Grundlage fachlicher und fachdidaktischer Analysen
diskursive Lernumgebungen mit dem Fokus auf die Initiierung der Entwicklung
struktur-fokussierender Deutung entwickelt, die im Laufe ihrer Genese ver-
schiedene Erprobungszyklen durchlaufen haben. Andererseits riicken die indivi-
duellen und interaktiven Lernprozesse, die zur Abldsung vom zéhlenden Rech-
nen beitragen, in den Fokus der rekonstruktiven Analysen. Diese tragen letztlich
dazu bei, das Konstrukt der Entwicklung struktur-fokussierender Deutungen als
theoretisches Konzept niher zu verstehen.

Insgesamt zeichnet die Lektiire der Arbeit ein komplexes Bild {iber den
arithmetischen Kontext der Ablésung vom z&hlenden Rechnen: Es werden die
gegenwartigen Ansdtze der mathematikdidaktischen Forschung im Feld der
Lernschwierigkeiten ebenso wie Perspektiven auf fachlich substantielle Lernan-
gebote zur mathematischen Forderung aufgezeigt. Die Arbeit weist deutlich
nach, dass fordernde Lernumgebungen Angebote zum aktiven Entdecken und
interaktiven Erdrtern mathematischer Zusammenhinge bieten miissen. Zudem
wird der Blick des Lesers auf die spannenden und diffizilen Konstruktionspro-
zesse mathematischen Wissens bei Lernenden gelenkt, die trotz gleicher Lern-
umgebungen sehr unterschiedlich verlaufen.

In diesem Sinne ist die Arbeit gleichermaflen fundamental wie auch weg-
weisend fiir die Auseinandersetzung mit dem Themenkomplex der Forderung
von Kindern mit mathematischen Lernschwierigkeiten und fiir mathematikdi-
daktische Forschungen im Kontext von Inklusion.

/ﬂ(a.msjlcﬂ.hﬂa&d

Marcus Niihrenborger
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Die vorliegende Habilitationsschrift ist Produkt meiner mehrjahrigen For-
schungstitigkeit an der TU Dortmund im Rahmen des Projekts ZebrA (Zusam-
menhénge erkennen und besprechen — Rechnen ohne Abzéhlen). Mit Ausnahme
eines Kapitels handelt es sich um bisher unverdffentlichte theoretische Erorte-
rungen und empirische Analysen.

Mafgeblich beigetragen zum Gelingen dieser Arbeit sowie an anderer Stel-
le verdffentlichter Beitrdge hat die ausgezeichnete Anlage des Forschungspro-
jekts ZebrA. Die produktive Zusammenarbeit mit den Projektbeteiligten — die
kompetente Leitung von Prof. Dr. Elisabeth Moser Opitz und Prof. Dr. Marcus
Niihrenborger, die kollegiale Zusammenarbeit mit Claudia Wittich, die Offen-
heit und das Engagement der beteiligten Lehrkriafte und vor allem die Ideen,
AuBerungen und Dokumente der Schiilerinnen und Schiiler — waren entschei-
dend fiir das Entstehen dieser Arbeit.

Insbesondere danke ich Prof. Dr. Marcus Nithrenborger fiir die langjahrige
Begleitung auf meinem wissenschaftlichen Weg, gemeinsame Forschungs- und
Publikationstétigkeiten und fiir das Finden einer guten Balance zwischen For-
dern und Fordern. Dem gesamten IEEM, besonders der AG Niihrenborger, sei
gedankt fiir viele Diskussionen und gemeinsame Analysen, eine anregende
Forschungskultur und ein stets zugewandtes Miteinander.

Das Entstehen der Arbeit wurde ermdglicht durch die guten Bedingungen
an , meinen” beiden Fakultdten Mathematik und Rehabilitationswissenschaften
an der TU Dortmund. Die Unterstiitzung und den Rat von Prof. Franz B. Wem-
ber in vielfdltigen Fragen von Forschung und Lehre habe ich immer sehr ge-
schétzt.

Prof. Dr. Jens Holger Lorenz und Prof. Dr. Jorg Voigt erstellten die exter-
nen Gutachten zur Arbeit; die Fakultdt Mathematik und der Dekan Prof. Dr.
Stefan Turek gaben mir die Moglichkeit, meine Zeit an der TU Dortmund mit
der Habilitation abzuschlieBen. Dafiir bedanke ich mich sehr.

Einen nicht zu unterschitzenden Anteil an der Entstehung und Fertigstel-
lung dieser Schrift hatte mein Mann Stefan Weide. Er gab mir nicht nur den
letzten AnstoB3, mich fiir diese Form der Veroffentlichung zu entscheiden, son-
dern unterstiitzte mich auf vielfaltige Weise auf dem gesamten Weg dahin.

Uta. logh fweds

Uta Hasel-Weide
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1 Einleitung

Anldsslich des zehnten Geburtstags seiner Schwes-
ter klappt Malte nacheinander jeden Finger seiner
Hand aus und zdhlt dabei mit angestrengtem Ge-
sicht bis zehn. Danach zeigt er simultan vier Fin-
ger seiner linken Hand dhnlich wie im nebenste-
henden Bild und sagt: ,,Und ich bin vier*.

Kai [6st im Rahmen des Mathematikunter-
richts die Aufgabe 18 — 10 = indem er zundchst
die schwarz gefirbten Punkte auf einem Zwanzi-
gerpunktfeld einzeln nachzdhlt, dann beginnend mit
dem , achtzehnten Punkt zehn Punkte abzdhlt,
Jjeden einzelnen mit dem Bleistift tippt und als der
auf dem ,,neunten’ Punkt , landet” das Ergebnis
mit neun bestimmt.

Beide Kinder zdhlen und zeigen, doch wiirden die Kompetenzen der Kin-
der unterschiedlich beschrieben werden. Wihrend es sich um ein altersentspre-
chendes Vorgehen handelt, wenn sich ein Kind im Kindergartenalter eine Menge
von zehn zédhlend erschlieen kann, wird von einem Grundschulkind erwartet,
zehn Punkte in einem Zwanzigerpunktfeld quasi-simultan zu erfassen und sich
die Aufgabe 18 — 10 = z. B. durch Abdecken der oberen Punktereihe darzustel-
len und die Aufgabe nicht-zéhlend zu 16sen. Bei der Verwendung von Zéhlstra-
tegien spielen das Alter sowie Haufigkeit und Art und Weise des Verwendens
zahlender Prozesse eine Rolle. Zdhlen ist einerseits ein entwicklungsgemafer
Zugang zur Mathematik, andererseits weist verfestigtes zahlendes Rechnen auf
grundlegende Schwierigkeiten beim Mathematiklernen hin.

Die allméhliche Ablosung vom zéhlenden Rechnen stellt einen entschei-
denden Schritt fiir ein langfristig erfolgreiches Mathematiklernen dar. Allerdings
reicht es in der Regel nicht aus, Kinder lediglich dazu aufzufordern, nicht mehr
zu zdhlen oder ihre Finger nicht weiter zum Zéhlen zu nutzen. Die Kinder miis-
sen alternative Strategien zum Zahlen (in Einerschritten) aufbauen, welche auf
einem fundierten Verstdndnis von Zahlen und Operationen fulen sowie die
Beziehungen zwischen diesen in den Blick nehmen. Kai kann die Aufgabe
18 — 10 = nur dann mit einer alternativen Strategie zum Abzéhlen von Ein-
zelelementen 16sen, wenn er die Zahl 18 einerseits als zerlegbar in Teilmengen
und diese Teile-Ganzes-Beziehung andererseits im Hinblick auf die Operation
,,Subtraktion® deuten kann also: 18 — 10 = (10 +8) - 10=8 + (10 —10) =8
oder 1I8—10=(10+8)— (8+2)=10+ (8- 8 — 2=10- 2 =8. Wie das

U. Hésel-Weide, Vom Zdihlen zum Rechnen, Dortmunder Beitrage zur Entwicklung und
Erforschung des Mathematikunterrichts 21, DOI 10.1007/978-3-658-10694-2 1,
© Springer Fachmedien Wiesbaden 2016



2 Einleitung

Beispiel zeigt, ist nicht-zdhlendendes Rechnen untrennbar verbunden mit dem
Nutzen mathematischer Beziehungen, hier dem Zerlegen von Zahlen und dem
(zundchst impliziten) Nutzen von Rechengesetzen.

Um sich somit vom zdhlenden Rechnen zu 16sen, ist es notwendig mathe-
matische Strukturen zu erkennen — Kinder miissen eine struktur-fokussierende
Sicht auf die mathematischen Zeichen einnehmen. Dies ist nicht weiter verwun-
derlich, gelten doch Muster und Strukturen als Wesen der Mathematik
(Wittmann & Miiller, 2008). Doch was sind bei der Abldésung vom zidhlenden
Rechnen die entscheidenden Muster und Strukturen und wie koénnen Kinder
angeregt werden, diese in den Blick zu nehmen?

Blickt man auf Malte und Kai, so scheint Malte ein Bild zur Zahl ,,vier
verfiigbar zu haben. Doch kann er dieses Fingerbild in Relation zu anderen
Fingerbildern deuten? Inwieweit sieht er, dass ein Finger weniger gestreckt ist
als bei der vollen Hand mit fiinf Fingern? Ist ihm deutlich, dass vier Finger auch
als zweimal zwei Finger interpretiert werden konnen? Dies ist im Alter von vier
Jahren noch nicht zu erwarten, aber zu Schulbeginn sind das entscheidende
Fragen, die einen Umgang mit Anschauungsmitteln pragen sollten.

Kai scheint hingegen die Punkte im Zwanzigerpunktfeld als Einzelelemente
wahrzunehmen, ohne die dem Feld zugrunde liegende Struktur zu nutzen. Er
gliedert die Anzahl nicht in Teilmengen, die er quasi-simultan erfassen kann.
Sowohl zur Bestimmung der Anzahl als auch zur Ausfithrung der Operation
nutzt Kai das Zahlen. Zéhlen scheint somit fiir ihn einerseits Mittel zur Bestim-
mung von Anzahlen und andererseits die beim Rechnen préferierte Vorgehens-
weise zu sein. Auf dem Weg zur Ausbildung alternativer Strategien konnte fiir
Kai ein erster Schritt sein, die Zahl 18 in der Struktur des Zwanzigerfeldes zu
deuten und zu erkennen, dass die Anzahl von 18 Punkten in zehn und acht Punk-
te zerlegt werden kann (auch hierzu gibt es mehrere Moglichkeiten). Zudem
muss die Operation Subtraktion als Handlung erfahren und dargestellt werden,
um so eine einseitige Interpretation als Riickwértszdhlen in Einerschritten abzu-
16sen.

Forschungsgegenstand der Arbeit

In dieser Arbeit wird thematisiert, wie eine Forderung im Mathematikunterricht
so gestaltet werden kann, dass Kinder struktur-fokussierend auf Zahlen und
Aufgaben blicken und sich in einem Erkennen und Nutzen von Strukturen vom
zdhlenden Rechnen ablésen. Das Forschungsinteresse liegt auf der Entwicklung
von Lernumgebungen zur Ablosung vom zdhlenden Rechnen fiir den zentralen
Ort der mathematischen Forderung - dem reguldren Mathematikunterricht. Auf
diese Weise soll ein Beitrag zur Weiterentwicklung des Mathematikunterrichts
geleistet werden.

Neben diesem konstruktiven Interesse liegt ein zweiter, zentraler For-
schungsschwerpunkt auf der Analyse der Deutungen von zdhlend rechnenden
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Kindern bzw. von Kindern im Abldseprozess. Im Fokus steht die Frage, welche
Deutungen von mathematischen Mustern zéhlend rechnende Kinder vornehmen,
wie Beziechungen zwischen Zahlen und Aufgaben gedeutet werden, wie die
Deutung in der Interaktion mit anderen Kindern konstituiert wird und sich aus-
differenziert oder veréndert. Der Blick soll einerseits darauf gerichtet werden,
(struktur-fokussierende) Deutungen (zéhlend rechnender) Kinder in Bezug auf
konkrete Aufgabenstellungen genauer zu erfassen und zu charakterisieren. An-
dererseits wird iiber die Rekonstruktion der Deutungen eine mogliche Ausdiffe-
renzierung oder Verdnderung beim und durch den Umgang mit den Forderbau-
steinen nachgezeichnet. Dabei soll das theoretische Konstrukt der ,struktur-
fokussierenden Deutung* ausgeschérft werden.

Aufbau der Arbeit

Grundlage fiir die Entwicklung und dann auch die Erforschung von Lernumge-
bungen ist eine theoretische Fundierung und Analyse des Gegenstandes. Dazu
wird diskutiert, inwieweit Zahlen und zihlendes Rechnen einen entwicklungs-
gemélen Zugang zur Mathematik darstellen und wie verfestigtes zdhlendes
Rechnen davon abgrenzend charakterisiert werden kann. Zudem wird der Zu-
sammenhang zwischen zidhlendem Rechnen und mathematischen Lernschwi-
chen diskutiert sowie fachdidaktische Uberlegungen und empirische Ergebnisse
in Hinblick auf eine Forderung der Ablosung vom zdhlenden Rechnen darge-
stellt (Kap. 2).

Ein zweiter theoretischer Grundstein fiir die Entwicklung der Lernumge-
bungen ist die Auseinandersetzung mit Chancen der Interaktion und Kooperati-
on im Mathematikunterricht. Empirische Studien zeigen, dass bestimmte For-
men kooperativen Lernens im Mathematikunterricht erfolgsversprechend sind.
Was genau unter Interaktion und Kooperation verstanden wird und welche For-
men kooperativen Lernens warum hilfreich beim Mathematiklernen sind, ist
Gegenstand von Kapitel 3.

In Kapitel 4 wird das Forschungsinteresse konkretisiert, die fiir die empiri-
sche Arbeit handlungsleitenden Fragen gestellt, das qualitative Design der vor-
liegenden Studie sowie die Einbindung in das Gesamtprojekt »Zusammenhinge
erkennen und besprechen — Rechnen ohne Abzihlen« (ZebrA) aufgezeigt. Im
Kern sollen kooperative Lernumgebungen zur unterrichtsintegrierten Férderung
entwickelt und die (struktur-fokussierenden) Deutungen zéhlend rechnender
Kinder bei der (kooperativen) Arbeit mit den Lernumgebungen analysiert wer-
den. Dazu werden fiinf Kinderpaare bei der Auseinandersetzung mit den For-
derbausteinen videographiert.

Die bei der Konstruktion der Lernumgebungen handlungsleitenden Design-
Prinzipien zur Entwicklung der Forderbausteine werden in Kap. 5 erldutert.
Zudem werden Aufgaben dargestellt, an denen die Umsetzung exemplarisch
aufgezeigt und begriindet wird. Neben einem Uberblick iiber die Férderbaustei-
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ne, werden auch Leitfdden fiir die durchfiihrenden Lehrkréfte beispielhaft vor-
gestellt.

In den Kapiteln 6, 7 und 8 werden die Deutungen der zdhlend rechnenden
Kinder und ihrer Partner in der Interaktion rekonstruiert und unter unterschiedli-
chen Fragestellungen analysiert. Zundchst werden die Chancen in die Umset-
zung als kooperatives Lernen betrachtet und die sich in der Interaktion entwi-
ckelnden (struktur-fokussierenden) Deutungen untersucht. Querschnittlich wer-
den in Kapitel 7 die Deutungen zdhlend rechnender Kinder analysiert und unter-
sucht inwieweit Strukturen zwischen Zahlen und Aufgaben im letzten Drittel der
Forderung eingenommen werden. Als dritter Analyseschwerpunkt werden die
Deutungen der zéhlend rechnenden Schiilerin Mary langsschnittlich betrachtet
(Kap. 8). Alle drei Blickrichtungen schlieen mit einer Zusammenfassung und
Konsequenzen filir Unterricht und Forschung in Bezug auf das jeweilige For-
schungsinteresse.

Den Abschluss der Arbeit bildet die Zusammenfassung der zentralen Er-
gebnisse der konstruktiven und rekonstruktiven Fragestellung sowie ein Fazit
zur unterrichtsintegrierten, kooperativ organisierten Forderung der Abldsung
vom zéhlenden Rechnen (Kap. 9).



