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Vorwort

Das vorliegende Buch versucht einen Einblick in die Analysis jenseits der Vor-
lesungen der ersten beiden Semester zu geben. Es umfasst fünf weitgehend
voneinander unabhängige Kapitel über topologische Räume, Funktionentheorie,
gewöhnliche Differentialgleichungen, Maß- und Integrationstheorie sowie Funk-
tionalanalysis. In ihnen werden die grundlegenden Begriffe und Resultate dieser
Gebiete behandelt, die für potenziell alle Studierenden relevant sind. Ich habe
allerdings nicht angestrebt, jeweils den Inhalt einer vierstündigen Vorlesung zu
vermitteln, sondern mich auf die Grundkenntnisse konzentriert, die hier also in
kompakter Form präsentiert werden.

Im einzelnen enthält Kapitel I, ausgehend von der als bekannt vorausgesetz-
ten elementaren Theorie metrischer Räume, eine Einführung in die Sprache der
mengentheoretischen Topologie. Hier steht in der Tat das Vokabular im Vorder-
grund, denn tiefliegende Resultate sind in den Anfangsgründen der Topologie
eher die Ausnahme als die Regel.

Das zweite Kapitel beschäftigt sich mit der Funktionentheorie und bringt
die Grundtatsachen über analytische und meromorphe Funktionen bis zum Re-
siduensatz und seinen Anwendungen; der Cauchysche Integralsatz wird in seiner
Homotopieversion bewiesen.

Kapitel III über gewöhnliche Differentialgleichungen konzentriert sich nach
der Diskussion des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes von Picard-Lindelöf auf
Systeme linearer Differentialgleichungen; aber es gibt auch einen Abschnitt über
die Stabilitätstheorie von Gleichgewichtspunkten nichtlinearer Systeme.

Im vierten Kapitel wird die Lebesguesche Integrationstheorie auf maßtheore-
tischer Grundlage dargestellt. Selbst wenn man hauptsächlich an der Integration
von Funktionen auf R oder R

d und ergo am Lebesguemaß interessiert ist, ist
der hier gewählte Zugang über abstrakte σ-additive Maße und die zugehöri-
gen Integrale vom technischen Aufwand her kaum komplizierter, aber für die
Bedürfnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie unumgänglich.



VIII Vorwort

Das letzte Kapitel führt in die Funktionalanalysis ein; dort findet man die
wichtigsten Aussagen über Banach- und Hilberträume sowie die auf ihnen ope-
rierenden beschränkten linearen (insbesondere kompakten) Operatoren. Manche
Resultate werden separat bzw. ausschließlich im Hilbertraumkontext bewiesen,
z.B. die Fredholmsche Alternative, um die Beweise übersichtlicher zu halten.

Außer dem Grundkanon, wie er oben skizziert wurde, enthält jedes Kapi-
tel noch (mindestens) einen apokryphen Abschnitt, etwa über Anwendungen
des Baireschen Kategoriensatzes in der Analysis, den Primzahlsatz, Sturm-
Liouvillesche Rand- und Eigenwertprobleme, den Brouwerschen Fixpunktsatz
oder den Satz von Hahn-Banach und reflexive Räume. Diese eleganten Ergeb-
nisse aufzunehmen konnte ich mir bei aller Konzentration aufs Wesentliche nicht
entsagen!

Zu jedem Kapitel gibt es am Schluss ein kurzes Literaturverzeichnis; im
Text wird dabei z.B. auf das 1978 erschienene Buch von Birkhoff und Rota als
Birkhoff/Rota [1978] verwiesen.

Das Manuskript basiert auf Vorlesungen, die ich an der FU Berlin und an der
National University of Ireland, Galway, gehalten habe. Zahlreiche Studierende
und Kollegen haben mit ihrer Kritik geholfen, den Text zu verbessern. Herzli-
chen Dank dafür! Insbesondere möchte ich an dieser Stelle Ehrhard Behrends
erwähnen, auf den im übrigen die Idee zurückgeht, dieses Buch zu schreiben.

Auch Ihre Kommentare, liebe Leserinnen und Leser, sind sehr willkommen;
bitte lassen Sie mich alle Unstimmigkeiten, die Ihnen auffallen, wissen (gern per
email an werner@math.fu-berlin.de). Ich habe vor, notwendige Korrekturen
auf meiner Internetseite

www.math.fu-berlin.de/∼werner
zu dokumentieren.

Berlin, im Mai 2006 Dirk Werner

In der neuen Auflage habe ich die mir bekannt gewordenen Tipp- und sonsti-
gen Fehler korrigiert; der gravierendste war gewiss der unzulängliche Beweis der
Jordan-Zerlegung eines signierten Maßes. Zukünftige Leserinnen und Leser wer-
den besonders von den Bemerkungen von Hans Crauel, Felix Poloczek, Tarik
Kilian Scheltat, Mario Ullrich, Jürgen Voigt und Jochen Wengenroth profitieren!

Berlin, im November 2008 Dirk Werner
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Kapitel I

Topologische Räume

Wenn eine Menge T mit einer Metrik d versehen wird, haben wir die intui-
tive Idee des Abstands mathematisch präzise gefasst. Wir können quantitativ
bestimmen, wie nahe zwei Punkte einander sind, und wir können qualitativ
feststellen, ob ein Punkt t ”unendlich nahe“ bei einer Menge M liegt (präzise:
ob t ∈ M); für letzteres wird die Maschinerie der offenen und abgeschlossenen
Mengen entwickelt.

Auf R
d betrachtet man zum Beispiel die Metriken (s = (s1, . . . , sd), t =

(t1, . . . , td))

d1(s, t) =
d∑

k=1

|sk − tk|,

d2(s, t) =
( d∑

k=1

|sk − tk|2
)1/2

,

d3(s, t) = max
k
|sk − tk|.

Diese sind zwar verschieden, aber insofern qualitativ gleichwertig, als sie die-
selben offenen Mengen auf R

d generieren. Anders liegen die Verhältnisse auf
unendlichdimensionalen Räumen. Sei

C[0, 1] = {f : [0, 1]→ R: f ist stetig}.
Die Metriken

d1(f, g) =
∫ 1

0

|f(s)− g(s)| ds

und
d2(f, g) = sup

s∈[0,1]

|f(s)− g(s)|

messen qualitativ unterschiedliche Abstandsbegriffe, da man leicht fn ∈ C[0, 1]
mit d1(fn, 0) ≤ 1/n, aber d2(fn, 0) ≥ n konstruiert. (Im d1-Sinn ist fn sehr

D. Werner, Einführung in die höhere Analysis, 2nd ed., Springer-Lehrbuch,  
DOI 10.1007/978-3-540-79696-1_1, © Springer-Verlag Berlin Heidelberg 2009 



2 I. Topologische Räume

nahe bei 0, im d2-Sinn sehr weit davon entfernt.) In der Tat erzeugen die beiden
Metriken unterschiedliche Systeme offener Mengen.

Konvergenz im Sinn der Metrik d1 ist die Konvergenz im Integralmittel;
Konvergenz im Sinn der Metrik d2 ist die gleichmäßige Konvergenz. Ein weiterer
natürlicher Konvergenzbegriff auf C[0, 1] ist die punktweise Konvergenz:

fn → f punktweise ⇐⇒ fn(t)→ f(t) ∀t ∈ [0, 1].

Es zeigt sich, dass es keine Metrik gibt, aus der dieser Konvergenzbegriff ab-
geleitet werden kann. Jedoch kann die punktweise Konvergenz mit Hilfe einer
allgemeineren mathematischen Struktur als der des metrischen Raums, nämlich
der des topologischen Raums, studiert werden. Dabei geht man von einem ausge-
zeichneten System von (offen genannten) Mengen aus, das gewissen Eigenschaf-
ten genügt (siehe Definition I.2.1). Das Vorgehen ist also hier geometrisch, in
der Tat lassen sich viele topologische Phänomene an zweidimensionalen Skizzen
veranschaulichen.

Dieses Kapitel führt in die Sprache der mengentheoretischen Topologie ein;
ein Steilkurs über metrische Räume findet sich im ersten Abschnitt.

I.1 Prolog: Metrische Räume

In diesem Abschnitt werden die wichtigsten Tatsachen über metrische Räume
zusammengestellt; Beweise finden sich in fast allen Analysisbüchern1.

Eine Menge T , versehen mit einer Abbildung d: T × T → R mit den Eigen-
schaften (s, t, u ∈ T beliebig)

(a) d(s, t) ≥ 0,
(b) d(s, t) = d(t, s),
(c) d(s, u) ≤ d(s, t) + d(t, u),
(d) d(s, t) = 0 ⇐⇒ s = t,

wird metrischer Raum und d eine Metrik genannt. (c) heißt die Dreiecksunglei-
chung. Gilt in (d) nur ”⇐“, so spricht man von einem pseudometrischen Raum.
In einem metrischen (oder pseudometrischen) Raum betrachte die Kugeln

Uε(t) = {s ∈ T : d(s, t) < ε}.
Sei M ⊂ T . Ein Punkt t ∈ M heißt innerer Punkt von M , und M heißt
Umgebung von t, falls

∃ε > 0 Uε(t) ⊂M.

Eine Teilmenge O ⊂ T , für die jedes t ∈ O innerer Punkt ist, heißt offen.

Satz I.1.1 Sei (T, d) ein metrischer Raum und τ die Menge aller offenen Teil-
mengen von T .

1Vgl. etwa O. Forster, Analysis 2, Vieweg.



I.1 Prolog: Metrische Räume 3

(a) ∅ ∈ τ , T ∈ τ .
(b) Sind O1 ∈ τ und O2 ∈ τ , so gilt O1 ∩O2 ∈ τ .
(c) Ist I eine beliebige Indexmenge und sind Oi ∈ τ (i ∈ I), so ist auch⋃

i∈I Oi ∈ τ .

Allgemeiner nennt man ein System von Teilmengen einer Menge T , welches
die obigen Bedingungen (a)–(c) erfüllt, eine Topologie auf T und spricht von
T als topologischem Raum; siehe Definition I.2.1. Metrische Räume wurden
zuerst von Fréchet (1906) und topologische Räume zuerst von Hausdorff (1914)
betrachtet.

Eine Teilmenge A eines metrischen Raums heißt abgeschlossen, wenn ihr
Komplement T \A offen ist. Analog zu Satz I.1.1 gelten also:

(a) ∅ und T sind abgeschlossen.
(b) Die Vereinigung zweier abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.
(c) Der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen.

Bedingung (c) impliziert, dass für jede Teilmenge M ⊂ T eine kleinste abge-
schlossene Menge existiert, die M umfasst. Diese wird mit M bezeichnet und
Abschluss von M genannt:

M :=
⋂

A⊃M
A abgeschlossen

A

Analog ist das Innere von M

intM :=
⋃

O⊂M
O offen

O

die größte offene Menge, die in M liegt. Offenbar besteht intM genau aus den
inneren Punkten von M .

Der Rand von M ist

∂M := {t ∈ T : Uε(t) ∩M �= ∅ und Uε(t) ∩ T \M �= ∅ ∀ε > 0}.

∂M ist stets abgeschlossen, und es gilt M = M ∪ ∂M sowie ∂M = M \ intM .
Eine Folge (tn) in einem metrischen Raum T heißt konvergent gegen t ∈ T ,

falls
∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n ≥ N d(tn, t) ≤ ε.

t heißt Limes von (tn). Es ist leicht zu sehen, dass der Limes einer konver-
genten Folge eindeutig bestimmt ist. (Das gilt nicht mehr in pseudometrischen
Räumen.) Man schreibt tn → t oder limn→∞ tn = t. Besitzt t nur die Eigen-
schaft, dass jede Umgebung von t unendlich viele Folgenglieder enthält, heißt t
Häufungspunkt von (tn).
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Satz I.1.2 Folgende Bedingungen sind in einem metrischen Raum äquivalent:

(i) t ∈M .
(ii) Es existiert eine Folge (tn) in M mit tn → t.

Als Korollar folgt:

Korollar I.1.3 Folgende Bedingungen sind in einem metrischen Raum äquiva-
lent:

(i) A ist abgeschlossen.
(ii) Für jede konvergente Folge (tn) in A ist limn tn ∈ A.

Seien (T1, d1) und (T2, d2) metrische Räume. Dann definiert

d
(
(s1, s2), (t1, t2)

)
= d1(s1, t1) + d2(s2, t2)

eine Metrik auf dem Produktraum T1 × T2. Eine Folge
(
(xn, yn)

)
in T1 × T2

konvergiert genau dann gegen (x, y), wenn xn → x und yn → y gelten.
Sei nun f : T1 → T2 eine Abbildung zwischen metrischen Räumen. Dann

heißt f stetig an der Stelle t0 ∈ T1, falls

∀ε > 0 ∃δ > 0 d1(t, t0) < δ ⇒ d2

(
f(t), f(t0)

)
< ε.

Man erhält eine äquivalente Definition, wenn man ”≤“ statt ”<“ verwendet.
Offenbar ist f genau dann stetig bei t0, wenn für jede Umgebung V von f(t0)
das Urbild f−1(V ) eine Umgebung von t0 ist.

Satz I.1.4 Sei f : T1 → T2 eine Abbildung zwischen metrischen Räumen. Dann
sind folgende Bedingungen äquivalent:

(i) f ist stetig bei t0.
(ii) tn → t0 ⇒ f(tn)→ f(t0) für alle Folgen (tn).

Eine Abbildung f : T1 → T2 heißt schlechthin stetig, falls sie an jeder Stelle
t0 ∈ T1 stetig ist. Nach Definition ist die Stetigkeit also eine lokale Eigenschaft;
denn es geht an jeder Stelle t0 nur das Verhalten von f in einer Umgebung von
t0 ein.

Satz I.1.5 Für eine Abbildung f zwischen metrischen Räumen T1 und T2 sind
äquivalent:

(i) f ist stetig.
(ii) Für alle offenen O ⊂ T2 ist f−1(O) offen in T1.
(iii) Für alle abgeschlossenen A ⊂ T2 ist f−1(A) abgeschlossen in T1.
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Eine Metrik induziert nicht nur eine topologische Struktur, sondern auch
eine uniforme Struktur, die sich in den Begriffen Cauchyfolge, Vollständigkeit
und gleichmäßige Stetigkeit manifestiert; diese Begriffe haben kein Gegenstück
in der Theorie der topologischen Räume. Eine Cauchyfolge in einem metrischen
Raum (T, d) ist durch die Forderung

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n,m ≥ N d(tn, tm) ≤ ε
definiert. Ein metrischer Raum heißt vollständig, wenn jede Cauchyfolge kon-
vergiert. Mit T1 und T2 ist auch T1 × T2 vollständig.

Es ist zu beachten, dass verschiedene Metriken auf einer Menge zwar dieselbe
Topologie, aber unterschiedliche uniforme Strukturen erzeugen können. Wird
z.B. R mit der Metrik d2(s, t) = |arctan s − arctan t| versehen, so sind die d2-
offenen Mengen genau die üblichen offenen Mengen; jedoch ist die Folge (n) der
natürlichen Zahlen eine nicht konvergente Cauchyfolge. Daher ist (R, d2) nicht
vollständig.

Eine Abbildung f : T1 → T2 heißt gleichmäßig stetig, wenn

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀s, t ∈ T1 d1(s, t) < δ ⇒ d2

(
f(s), f(t)

)
< ε.

Bei der Definition der Stetigkeit darf δ vom betrachteten Punkt t abhängen;
bei der gleichmäßigen Stetigkeit hat man δ unabhängig von t zu wählen. Im
Gegensatz zur Stetigkeit handelt es sich hier also um eine globale Eigenschaft.

Ein zentraler topologischer Begriff ist der der Kompaktheit. Ein metrischer
Raum T heißt kompakt, wenn jede offene Überdeckung eine endliche Teilüber-
deckung besitzt. Mit anderen Worten, wenn (Oi) eine Familie offener Mengen
mit T =

⋃
i∈I Oi ist, so existieren endlich viele Oi1 , . . . , Oin mit T =

⋃n
k=1Oik .

Ist (T, d) ein metrischer Raum und S ⊂ T , so kann (S, d) als eigenständiger
metrischer Raum angesehen werden. Ist T kompakt und S ⊂ T abgeschlos-
sen, so ist auch S kompakt. Ist T ein beliebiger metrischer Raum und S ⊂ T
kompakt, so ist S abgeschlossen. Beachte, dass die Abgeschlossenheit nur mit
Bezug auf einen größeren Raum formuliert werden kann (S ist abgeschlossen in
T ); hingegen ist die Kompaktheit ein intrinsischer Begriff.

Wenn f : T1 → T2 eine stetige Abbildung zwischen metrischen Räumen ist
und T1 kompakt ist, so ist auch f(T1) kompakt. Ferner ist unter diesen Voraus-
setzungen f gleichmäßig stetig.

Eine reiche Quelle metrischer Räume bieten die normierten Räume, das sind
Vektorräume X über R oder C, die mit einer Norm, also einer Abbildung x �→
‖x‖ mit (x, y ∈ X , λ ∈ R oder C beliebig)

(a) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0,
(b) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖,
(c) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖,

versehen sind. Wieder nennt man (c) die Dreiecksungleichung. Eine Norm indu-
ziert vermöge

d(x, y) = ‖x− y‖
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eine Metrik auf X . Es ist begrifflich zu beachten, dass ein normierter Raum
immer ein Vektorraum ist, während ein metrischer Raum im allgemeinen keine
algebraische Struktur trägt. Beispiele für normierte Räume sind R

n oder C
n mit

der euklidischen Norm (x = (t1, . . . , tn))

‖x‖ =
( n∑

k=1

|tk|2
)1/2

oder der Raum �∞(T ) aller beschränkten Funktionen auf einer Menge T mit
der Supremumsnorm

‖f‖∞ = sup
t∈T
|f(t)|.

Ein normierter Raum, der in der obigen Metrik vollständig ist, heißt nach dem
polnischen Mathematiker Stefan Banach (1892–1945) Banachraum; die beiden
obigen Beispiele sind jeweils Banachräume. Kapitel V beschäftigt sich ausführ-
lich mit normierten und Banachräumen.

I.2 Grundbegriffe

Wir führen nun nach und nach das Vokabular der topologischen Räume ein.

Definition I.2.1 Sei T eine Menge. Eine Topologie auf T ist ein System τ von
Teilmengen von T mit folgenden Eigenschaften:

(a) ∅ ∈ τ , T ∈ τ .
(b) Sind O1, O2 ∈ τ , so ist auch O1 ∩O2 ∈ τ .
(c) Ist I eine Indexmenge und sind Oi ∈ τ für alle i ∈ I, so ist auch⋃

i∈I Oi ∈ τ .
Man nennt (T, τ) (oder auch T selbst, wenn die explizite Angabe von τ nicht
notwendig erscheint) einen topologischen Raum; die in τ versammelten Mengen
werden auch offen (genauer τ-offen) genannt.

Durch Induktion folgt aus (b), dass der Schnitt endlich vieler offener Mengen
wieder offen ist.

Beispiele. (a) Sei d eine Metrik auf einer Menge T . Wir verwenden die Bezeich-
nungen

Uε(t) = {s ∈ T : d(s, t) < ε},
Bε(t) = {s ∈ T : d(s, t) ≤ ε}.

Bekanntlich heißt eine Teilmenge O des metrischen Raums (T, d) offen, wenn

∀t ∈ O ∃ε > 0 Uε(t) ⊂ O. (I.1)


