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Vorwort zur zweiten Auflage

Seit dem Erscheinen der ersten Auflage dieses Buches sind nunmehr zwanzig Jahre
vergangen. Fiir die Neuauflage haben Herr Kollege Jacobs und der Verlag de Gruy-
ter mich um eine griindliche Uberarbeitung gebeten. Ich habe dabei die im Vorwort
zur ersten Auflage von Herrn Jacobs genannte Zielsetzung und den prinzipiellen
Aufbau seines Buches respektiert, mich aber trotzdem nicht nur auf die Beseitigung
von Druckfehlern und kleineren Irrtiimern beschrinkt. Neben verhéltnisméBig ge-
ringfiigigen Anderungen in der Darstellung und einigen vereinfachten Beweisen
sowie vielen neuen Literaturhinweisen stehen die griindliche Umarbeitung mehre-
rer Kapitel (insbesondere die iiber Lateinische Quadrate, Codes, projektive Ebenen
und Blockplidne) im Lichte neuerer Entwicklungen, was auch zu einigen umfang-
reichen Ergénzungen gefiihrt hat. Insgesamt werden diese Teile nun doch syste-
matischer prisentiert, wenn es auch dabei bleibt, dal} eine vollstindige Theorie
im hier gesetzten Rahmen nicht geboten werden kann. Es sind so — wie ich den-
ke — etliche weitere Rosinen zu dem von Herrn Jacobs angesprochenen Kuchen
hinzugekommen, wie beispielsweise

e mehr Anwendungen aus der Codierungstheorie (Priifziffersysteme,
CRC-Codes),

* Anwendungen von Codes und projektiven Ebenen in der Kryptographie
(Authentikation von Nachrichten, Zugangskontrolle zu geheimen Informa-
tionen),

* mehr iiber Blockpldne, zum Beispiel der Zusammenhang zur bekannten
Hadamardschen Ungleichung, fiir die wir einen besonders kurzen Beweis
eingeschlossen haben, und Differenzmengen, inklusive eines eleganten Be-
weises fiir den berithmten Hallschen Multiplikatorsatz,

* mehr {iber projektive Ebenen und Ridume, insbesondere iiber Kollineationen
(Satz von Singer) und interessante Unterstrukturen wie Unterebenen, Blocka-
demengen und Bogen, wobei die Bogen einen verbliiffenden Zusammenhang
zur Codierungstheorie liefern,

* ein besonders kurzer und eleganter Beweis des Fiinffarbensatzes,



vi Vorwort zur zweiten Auflage

um nur einige besondere Highlights zu nennen. Dabei haben natiirlich auch meine
personlichen Interessen eine gewisse Rolle gespielt. Insgesamt hoffe ich aber, dem
Geist der ersten Auflage treu geblieben zu sein und das Buch noch reichhaltiger
und damit vielleicht auch noch eine Spur reizvoller gemacht zu haben.

Trotzdem bleiben notgedrungen viele wichtige Aspekte der Kombinatorik giinz-
lich auBen vor, wie etwa die eminent wichtige Matroid-Theorie, die Theorie der
Assoziationsschemata, die probabilistische Methode oder die extremale Kombina-
torik. Fiir die Matroidtheorie sei der Leser auf die Biicher von Tutte [1971], Welsh
[1976], Oxley [1992], Recski [1989] und White [1986], [1987], [1992] verwiesen.
Zum Thema Assoziationsschemata empfehlen wir Bannai und Ito [1984] sowie Zie-
schang [1995], und zur probabilistischen Methode sollte man Erd6s und Spencer
[1974], Alon und Spencer [1992] sowie — fiir algorithmische Aspekte — Habib et
al. [1998] konsultieren. Zur extremalen Kombinatorik vergleiche man Baranov und
Stechkin [1995] sowie Jukna [2001]; fiir die extremale Graphentheorie ist nach wie
vor das Buch von Bollobas [1978] die Standardreferenz.

Andere wichtige Aspekte kommen sicherlich ebenfalls etwas zu kurz; so spielen
bei uns weder Algorithmen noch Anwendungen eine groe Rolle, wenn sie auch
gelegentlich angesprochen werden. Es sind aber gerade diese beiden Themen, die
die enorme auflermathematische Niitzlichkeit der Kombinatorik erklédren. Stellver-
tretend fiir viele mogliche Referenzen sei der an realen Anwendungen — etwa im
VLSI-Design oder beim Entwurf von Kommunikations- und Verkehrsnetzwerken —
interessierte Leser auf die Biicher von Lengauer [1990], Korte et al. [1990] sowie
Bermond [1992] verwiesen. Auf diese Themen konnen wir leider gar nicht einge-
hen; immerhin werden wir zu Anwendungen in der Kryptographie im Text einiges
sagen. Dagegen bleibt leider auch das vielfiltig anwendbare ,,Traveling Salesman
Problem™ auf der Strecke, das bestens dazu geeignet wire, nahezu alle relevan-
ten Aspekte der modernen kombinatorischen Optimierung kennenzulernen; dafiir
miissen wir unsere Leser auf die beiden wunderbaren Sammelwerke von Lawler et
al. [1985] sowie Gutin und Punnen [2002] verweisen.

Ich danke dem Verlag de Gruyter und insbesondere Herrn Manfred Karbe fiir die
gute Betreuung dieses Buchprojektes und die stets angenehme Zusammenarbeit.
Mein ganz besonderer Dank gilt meinem fritheren Studenten, Herrn Dr. Andreas
Enge, der das Manuskript mit groBer Aufmerksamkeit gelesen und zahlreiche Ver-
besserungsvorschlige gemacht hat. Die noch verbleibenden Irrtiimer gehen ganz
und gar zu meinen Lasten.

Augsburg, Juli 2003 Dieter Jungnickel
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Es gibt verschiedene Arten, Kombinatorik zu lernen. Will man Berufs-Kombinato-
riker werden, so kann man z. B.

(a) dem in der Rota-Schule gepflegten Trend zur Systematisierung kombinato-
rischer SchluBweisen folgen, wie etwa Rota [1975], Aigner [1979], Graver
und Watkins [1977] oder

(b) versuchen, Kombinatorik im indisch-israelisch-ungarischen Stil (liebevoll-
dynamisches Stellen und Losen von Einzelproblemen im Lichte groBer Leit-
ideen) zu treiben und zur Einiibung etwa das Buch von Lovazs [1979] durch-
arbeiten.

Das Literaturverzeichnis gibt einen Einblick in die Fiille der vertffentlichten Lehr-
biicher und Monographien.

Das vorliegende Buch schlief3t soweit wie moglich an das Bindchen von Ry-
ser [1963] an. Es wendet sich nicht so sehr an zukiinftige Berufskombinatoriker,
sondern vor allem an Mathematiker jeder Arbeitsrichtung, die einen knappen, viel-
seitigen Einblick in die Kombinatorik gewinnen und mit bescheidenem technischen
Aufwand schnell an eine Vielzahl beriihmter Resultate herankommen wollen. Damit
sind insbesondere Studenten und auch Gymnasiallehrer angesprochen (die Kom-
binatorik wird wegen ihres Reizes und ihrer Direktheit in Zukunft eine wachsende
Bedeutung im Schulunterricht haben).

Ich habe deshalb, bildlich gesprochen, versucht, einen moglichst kleinen Ku-
chen mit moglichst vielen Rosinen zu backen. Die Themenauswahl ist aus dem
Inhaltsverzeichnis ersichtlich. Kiirzer behandelt sind einige Themen, die an sich
nicht zum klassischen Themenkanon der Kombinatorik gehoren, z. B. das Dikta-
torproblem und einige Symmetrie-Eigenschaften der Morse-Folge 01101001. ..
Der Versuchung, immer das allgemeinste mogliche Resultat zu beweisen, habe
ich zu widerstehen gesucht. Auch auf die Einfithrung vereinheitlichender Begrif-
fe (z.B. Inzidenzstruktur) habe ich absichtlich verzichtet. Die Kombinatorik ist
bunt und soll bunt bleiben. Ich habe vor allem nach dem Typischen getrach-
tet. So lernt man z. B. die typische Arbeitsweise der Ray-Chaudhuri-Schule hier
zweimal, bei der vollstindigen Widerlegung der Eulerschen Vermutung iiber or-
thogonale lateinische Quadrate und bei der vollstindigen Behandlung des Kirk-
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man’schen Schulmédchenproblems im Falle der Dreierreihen, griindlich kennen.
Dagegen habe ich die umfassenderen Existenzsitze fiir Blockpldne und auflosbare
Blockpline nur zitiert und nicht bewiesen. Verschiedene Grofigebiete der modernen
Kombinatorik — Graphentheorie, endliche Geometrie, Code-Theorie, Blockplan-
Theorie — werden nur in typischen, aber, wie ich hoffe, griindlichen Kostproben
vorgefiihrt; jedes dieser Gebiete wiirde ein eigenes Studium erfordern. Eine Reihe
kombinatorischer Themen muBte aus Platzgriinden entfallen (z.B. Such-Theorie,
Matroid-Theorie, Fluktuationstheorie, Gittergas-Kombinatorik, topologische und
wahrscheinlichkeitstheoretische Methoden, Hadamard-Matrizen, und auch die Per-
manententheorie, die mit dem Beweis der van-der-Waerden-Vermutung durch Ego-
rychev [1981] und Falikman [1981] soeben einen schonen Schritt vorwérts getan
hat, konnte ich nur streifen).

An verschiedenen Stellen habe ich Resultate aus anderen mathematischen Theo-
rien genutzt, aus der Gruppentheorie, aus der Theorie der endlichen Korper, aus
der elementaren Zahlentheorie, aus der Funktionentheorie. Diese Resultate werden
am betr. Ort durch hoffentlich ausreichende Erlduterungen herangeholt.

Zwecks Pflege des Familiensinns unter Mathematikern habe ich das Literatur-
verzeichnis, soweit moglich und tunlich, mit Vornamen und Lebensdaten ausge-
stattet. Ich hoffe, es sind mir keine Fehler unterlaufen.

Zur Bezeichnung: Satz I11.5.1 bedeutet: Satz 5.1 aus Kap. III §5. Das Symbol
O bezeichnet das Ende eines Beweises.

Zahlreichen Freunden und Kollegen bin ich zu Dank verpflichtet. Mein Doktor-
vater, Herr Wilhelm Maak, dem ich dies Buch widme, hat mir vor langen Jahren
einen ersten Zugang zur Kombinatorik eroffnet. Fachkundigen Rat haben mir vor
allem Thomas Beth, Hillel Furstenberg, Dietrich K6lzow, Klaus Leeb, Volker Strehl
und Benji Weiss gegeben; Maria Reményi hat den Text kritisch gelesen und verbes-
sert. Fiir die Herstellung der Reinschrift danke ich den Sekretédrinnen des Erlanger
Mathematischen Instituts, voran Frau Helga Zech, und dem Verlag de Gruyter fiir
die sorgfiltige publikatorische Betreuung und die gute Zusammenarbeit.

Erlangen, April 1983 Konrad Jacobs
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I Das kleine Einmaleins der Kombinatorik

In diesem einfithrenden Kapitel wollen wir einige elementare Aussagen und Prin-
zipien der klassischen Kombinatorik kennenlernen. Nach einem kurzen Riickblick
auf die wichtigsten Begriffe der Mengenlehre (der auch dazu dient, die von uns
verwendete Notation festzulegen) stellen wir drei grundlegende Abzihlprinzipi-
en vor und leiten dann die einfachsten Anzahlaussagen fiir endliche Mengen her;
danach betrachten wir mit dem Inklusions-Exklusions-Prinzip ein etwas schwie-
rigeres Abzidhlverfahren, das von fundamentaler Bedeutung ist. Hier konnen wir
dann bereits etliche anspruchsvollere Anwendungen behandeln.

1 Mengen

Die Kombinatorik beschiftigt sich iiberwiegend mit endlichen Mengen. Das Un-
endliche kommt aber sogleich ebenfalls in die Kombinatorik hinein, weil sie Sitze
zu beweisen sucht, die fiir Mengen ohne Beschridnkung der Machtigkeit (also der
Anzahl ihrer Elemente) gelten. Ferner bedient sich die Kombinatorik manchmal
analytischer, topologischer oder stochastischer Methoden, wodurch sie es mit den
reellen und den komplexen Zahlen oder auch mit topologischen Rdumen zu tun
bekommt; dieser Fall tritt besonders dann ein, wenn man sogenannte asymptoti-
sche Aussagen beweisen will. SchlieBlich lassen sich manche Fragestellungen und
Ergebnisse der Kombinatorik von endlichen auf unendliche Mengen iibertragen. In
diesem Buch steht die Kombinatorik der endlichen Mengen im Vordergrund. Wo
dieser Rahmen iiberschritten wird, werden wir die benéttigten Hilfsmittel per Zitat
ausdriicklich, aber ohne Beweis bereitstellen. Aber auch beim Umgang mit end-
lichen Mengen werden wir uns Resultate aus anderen Gebieten der Mathematik,
insbesondere aus der Linearen Algebra, der Algebra der endlichen Korper und der
Theorie der endlichen Gruppen — wieder per Zitat ohne Beweis — zu Nutze machen.

Wir setzen voraus, dafl der Leser iiber gewisse Grundkenntnisse aus der nai-
ven Mengenlehre, d. h. iiber Mengen und Abbildungen, verfiigt. Es geht also nur
noch darum, an gewisse Begriffsbildungen aus dieser Theorie zu erinnern und Be-
zeichnungen festzulegen. Die gesamte Kombinatorik ist, wie praktisch jeder Zweig
der Mathematik, mit Hilfe der Begriffe ,,Menge* und ,,Abbildung* formulierbar.
Die weiteren Abschnitte dieses Kapitels haben auch den Zweck, dies an einfa-
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chen Beispielen zu demonstrieren; dadurch soll insbesondere klar werden, dafl zum
Verstdndnis der Kombinatorik kein kombinatorischer Sonderverstand erforderlich
ist. Dennoch werden wir spiter die konsequente Formulierung kombinatorischer
Aussagen rein mit Hilfe der Begriffe ,,Menge* und ,,Abbildung* oft nicht voll
durchfiihren, ndmlich dann, wenn eine andere — beispielsweise verbale — Ausdrucks-
weise nach unserer Meinung besser geeignet ist, das Gemeinte klarzumachen. Von
einem gewissen Stadium der Beschéftigung mit der Kombinatorik an sollte der Le-
ser im Stande sein, mengentheoretischen Klartext selbststindig herzustellen, falls
er dies wiinscht. Folgende Mengen werden uns besonders beschiftigen:

N = {1, 2,3, ...} = die Menge der natiirlichen Zahlen;
Z=A{0,1,—-1,2,-2,...}={..,—1,0,1,...}
= die Menge der ganzen Zahlen;
Z+=1{0,1,2,...} ={m|meZ, m=>0}
= N U {0} = die Menge der ganzen Zahlen ab 0.

Das Rechnen mit Kongruenzen (mod m) in N und Z wird als bekannt vorausgesetzt.
Ferner benotigen wir immer wieder:

@:{%)a,bez,b;ﬁo}

= die Menge (auch: der Korper) der rationalen Zahlen

(womit wir eigentlich Aquivalenzklassen von Briichen meinen, die Klassenbildung
aber meist nicht explizit beniitzen);

R = die Menge (auch: der Korper) der reellen Zahlen;
C = die Menge (auch: der Korper) der komplexen Zahlen;
GF(q) = der endliche Korper mit ¢ Elementen (wobei g eine Primzahl-
potenz ist, vgl. §II1.3).

Mengen mit genau r (€ Z,) Elementen heilen auch r-elementige Mengen oder
r-Mengen. Die leere Menge () ist die einzige 0-Menge. Ist M eine Menge und
r € Z4, so bezeichnet

2M - die Menge aller Teilmengen von M einschlieBlich der

leeren Menge ¢;

M
( ) die Menge der r-elementigen Teilmengen von M.
r
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Man nennt 2™ auch die Potenzmenge von M. In der ilteren Literatur findet man statt
der hier verwendeten Bezeichnungen meist die Symbole & (M) bzw. P.(M). Aus
dem Zusammenhang sollte stets klar sein, ob wir mit 2™ gerade die Potenzmenge
einer Menge oder aber eine Zahl meinen.

Die Mengenverkniipfungen U, N und Symbole wie U?Zl Mj, N2 Mk,
Use; My werden als bekannt vorausgesetzt. Sind N und M Mengen, so nennt
man

M\ N ={x|x e M, x & N}die Differenz von M und N
(in dieser Reihenfolge);

MAN=M\N)UN\M)=(MUN)\ (MNN)

die symmetrische Differenz von M und N.

Eine Menge von Mengen wird auch als ein Mengensystem bezeichnet. Eine Ab-
bildung einer nichtleeren Menge / in eine Menge wird auch eine Familie genannt.
I heiflit dann die Indexmenge der Familie. Ist x; das Bild von i € I unter dieser
Abbildung, so schreibt man die Familie als (x;); <. Bei speziellen I verwendet man
auch andere Schreib- und Sprechweisen:

(xj)jeqn,2y = (x1, x2) (geordnetes) Paar
Vkefl,.ony = V15 -5 Yn) n-Tupel, n-Vektor
(z)iez, = (20,21, -..) = 2021 ... Folge

()’m)mEZ = ( L) M_I,MO, l/tl, . )
=...U_jUgU] ... Folge

und dergleichen mehr. Dies alles gilt insbesondere bei Mengenfamilien, d. h. Ab-
bildungen einer Indexmenge in eine Menge von Mengen. Ist M eine nichtleere
Menge von Mengen, so bezeichnet

U M die Vereinigung aller Mengen aus M, d. h. die Menge aller Elemente,

MeM die in mindestens einer Menge M € M vorkommen;

U M den Durchschnitt aller Mengen aus M, d. h. die Menge aller Elemente,
MeM die in jeder Menge M € M vorkommen.
Ist M = @, so setzt man | J,, em M = ; hat man sich entschlossen, nur Teilmen-
gen einer festen Menge X zu betrachten, definiert man (),,., M = X. Analoge
Bezeichnungen werden fiir Mengenfamilien verwendet.



